1. Cours 1: Arithmétique dans Z

2. Cours 2: Fonctions et Applications

3. Cours 3: Relations

4. Cours 4: Quelques structures algébriques

5. Cours 5: Homomorphismes de structures algébriques

5.1. Homomorphismes de groupes

5.1.1.Définition: On appelle homomorphisme (ou morphisme) du groupe (G, x*)
dans le groupe (G', '), toute application f: G — G’ telle que:

Pour tous x,y € G: f(xxy) = f(x)* f(y)

*Un homomorphisme bijectif est appelé isomorphisme.

*Un homomorphisme de (G, *) dans (G, ) est appelé endomorphisme de (G, )

*Un endomomorphisme bijectif est appelé automorphisme.

Exemple 1: L’application f : C* — R* telle que f (z) = |z| est un homomor-
phisme du groupe (C*,-) dans le groupe (R*, )

(f (2 2) = |z 2] = 2] 2] = £ (2) £ (1)

* f n’est pas un isomorphisme de groupes (f n’est pas injective)

Exemple 2: L’application g : R — C* telle que g (x) = cosz + isinx est un
homomorphisme du groupe (R, +) dans le groupe (C*,-)

(g(x+y) = cos(z+y) +isin(zx+y) = (cosz+isinz)(cosy +isiny) =
9(x)g(y))

* f n’est pas un isomorphisme de groupes (f n’est ni injective ni surjective)

Exemple 3: L’application exp : R — R*" telle que exp () = €* est un
isomomorphisme du groupe (R, +) dans le groupe (R**,-)

(exp (z +y) = "V = e"¢¥ = exp (x) exp (y) et exp est une bijection de R dans
R*T)

Exemple 4: Pour tout élément a d’un groupe (G, *), L’application I, : G — G
telle que I, (z) = a* x * a~! est un automomorphisme du groupe (G, *)
(I,(zxy)=axzxy*xat=axz*x(axaxyxat =1, (1)1, (y)

I,(x) =1, (') = axx*xa' = a2 *a ‘et en composant & gauche par a~
est & droite par a, on obtient =/, donc I, est injective.
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IL(x)=ysaxzxxa ' =y x=a'*yxa, donc I, est bijective.

Exemple 5: L’application h : (Z,4+) — (Z,+) telle que h(n) = pn est un
endomorphisme du groupe (Z, +)

* h n’est pas un automorphisme si p # 1 et p # —1

5.1.2.Théoréme: Soit [ : G — G' un homomorphisme du groupe (G,x) dans
le groupe (G',*"), alors

1) f(e) =¢€( e et € sont respectivement les éléments neutres de G et G')

2) Pour tout x € G : f(z7") = (f (z)) "

3)Im f = f(G) est un sous groupe (G',*) .

4) ker f = f71{e'} est un sous groupe de (G, x*) .

5) [ est surjectif si, et seulement, si Im f = G’

6) [ est injectif si, et seulement, si ker f = {e}
On rappelle (voir cours 2 déf .2.1.2) que Im f = f(G) = {f(x) / 2 € G} et
e =) (s <G/ ]0) <)

Preuve: 1) On a f (e ) fle)« e = f(e) f(z)« (f(x))"

Jiexn)s )= f

2) f@™ )+ f(z) = ( 1’) fle)=¢et f(x)+
O e G2

)Onadapres 1) f(e )—e alors € € Im f

Etsiy,y/ € Im f aorsy:f( )ety = f(2/). Or d’apres 2), y'~! = f (z'71),
donc y+'y™t = f(x)« f(2'7') = f(xxa'7t), dony«' vy~ € Im f, alors, d’aprés
cours 3 prop 4.1.2.1 , Im f est un sous groupe de G'.

4) On a d’apres 1) f (e) =€, alors e € ker f

Et si 2,2 € ker f jalors f(z) = € et f( ) = €. Or d’apres 2) [ =
(f ()", dome f (zxa'™1) = f (x)' f (2'1) = [ (x ) ( (a) =) =,
d’ott xx2'~! € ker f, alors, d’aprés cours 3 prop 4.1.2.1 , ker f est un sous groupe
de G.

5) Cette assertion est exactement ’assertion b) de cours 2 th 2.2.5.4

6) Supposons que f est injectif, alors:

kerf={rxeG/fr)=€e}={zeCG/ f(x)=/F(e)}={e}

Inversement , supposons ker f = {e}, alors:

Si f(z) = f(2'), alors ¢ = f () (f (') = f (2) * f H=f@xa™),
douz*2' "t €ker f,donczx2' ' =eetx =ax*x2"1xa2' =2’ ainsi f est injectif.
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5.2. Homomorphismes d’anneaux

6.2.1.Définition: On appelle homomorphisme (ou morphisme) de 'anneau (A, + ,,-,)
dans l'anneau (B,+,,-,) , toute application f: A — B telle que:

Pour tous x,y € A: f(x+,y) = f(x)+, f(y)
et Pour tous v,y € A: f(x-,y)=f(z) 5 f(v)

*Un homomorphisme bijectif est appelé isomorphisme.
*Un homomorphisme de (A, + ,,-,) dans (A, +,,-,) est appelé endomorphisme

de (Aa tas 'A)
*Un endomomorphisme bijectif est appelé automorphisme.

Exemple 1: L’application f : Z — Z/nZ telle que f (z) = & est un homo-

morphisme d’anneaux.
° .

(flery=aty=dti=7@T/@ et flexy) =axy=0xj=
f (@)% f (@)
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Exercice 1: Soit (G, *) un groupe. Trouver une condition pour que ’application
f: G — G telle que f (x) = 2? soit un endomorphisme.

Exercice 2: Montrer que (1, X) est isomorphe a (Z/ nZ, —T—)

p, ={z€C/z"=1} (n € N*) est 'ensemble des racines n — eme complexes
de 'unité 1

Exercice 3: Soit f : (G,*) — (G', ') un homorphisme de groupes. Soit R la
relation définie sur G par xRy ssi x * y~! € ker f

1) Vérifier que R est une relation d’équivlence. (Notons son ensemble quotient

G/ ker f)
2) Montrer que (G/ ker f, >T<> est un groupe oul I * § = T * J.

*

3) Soit, f : (G/ ker f, >T<> — (Im f, #') défini par f (:.c) = f(z). Montrer que f
est un isomorphisme de Groupes.

Exercice 4: L’application f : C* — R* telle que f (z) = |z|

1) Montrer que f est un homomorphisme du groupe (C*,-) dans le groupe
(R*7 )

2) Trouver ker f et Im f puis appliquer le dernier résultat de I’exercice préce-
dent.

Exercice 5: Montrer que le composé de deux homomorphismes de groupes
est un homomorphisme de groupes.



