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Exercice 1

1. Montrons que o est associative, c’estadire Vf, g,h € F(R,R) : (fog)oh = fo(goh).
Soit f,g,h € F(R,R).On a

Ve eR:((fog)oh)(x)=(fog)(h(z))
= f(g(h(z))

(fo(goh))(x) = f((goh)(z))
= f(g(h(z))

Donc la composition d’application est associative.
2. Soit f,g,h € F(R,R).

VeeR: (fo(g+h)(x)=f((g+h)(z))

En général, f(g(z) + h(z)) # f(g9(x)) + f(h(x)), donc la composition d"application
n’est pas distributive par rapport a I’addition.

3. Soit f,g,h € F(R,R).

Vo €R: (f.g+h)() =

Donc la multiplication d’applications est distributive par rapport a I’addition.
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Exercice 2

1. (a) Soitz,y,z € R.

rey)ez=@+y-1)=
=x+y—1)+2—-1
=r+yt+z—2

r@(ydz)=vd(y+z-1)
=r+(y+z—-1)—1
=r+ytz—2

Ona(z@y)®z=2@ (y® 2), donc @ est associative.
(b) Soitz,y € R.Onaz®y = x+y—1 = y+x—1 = ydx. Donc ¢ est commutative.
(c) Soite € R.

e est un élément neutre pour ® <= Vzxc R:z@e=cec®z = x.

Comme @ est commutative, il suffit de montrer que z ® e = =.

rhe=x < z+e—1==x
<— e=1

Donc e = 1 est un élément neutre pour @.
2. (a) Soitx,y,z € R.

(rRy)z=(r+y—zy) @2
=@t+y—zy)+z—(r+y—ay)z
=r+y—Yy+z—rz—Yz+ Yz
=r+yYy+z—xYy—TZ— Yz + Yz

T®(y+2z—yz)

v+ (y+z—yz)—z(y+z—y2)

T®(y® z)

TH+y+z—yz—xYy — T2+ Y2
=r+y+z—axy—2z—Yz+ Yz

Ona(z®y)®z=2® (y® z), donc ® est associative.
(b) Soitz,y e R.Onar@y=x+y—axy=y+zr—yr=y x.
Donc ® est commutative.



(c) Soite' € R.
¢’ est un élément neutre pour ® <= Vzr cR:2®e =€ ® 2 = .
Comme ® est commutative, il suffit de montrer que z ® ¢’ = x.

re =1r <= v+ —xe =z
— (1—2)=0
— =0
Donc ¢’ = 0 est un élément neutre pour ®.

3. (R, ®) est un groupe commutatif <= @ est commutative, associative, admet un
élément neutre, et tous les éléments de R sont symétrisables.

Il reste donc a montrer que tous les éléments de R sont symétrisables. Soit v € R.
x est symétrisable <= dr' e R:z @' =2’ r =1
Comme @ est commutative il suffit d’étudier = @ 2’ = 1.
r@r=1<= z+2'—-1=1

= r+2' =0

— 2'=-—z
Donc tous les éléments de R sont symétrisables pour @. Donc (R, &) est un groupe
commutatif.

4. (R, ®) est un groupe commutatif <= ® est commutative, associative, admet un
élément neutre, et tous les éléments de R sont symétrisables.

Il reste donc a voir si tous les éléments de R sont symétrisables. Soit € R. x est
symétrisable <= J2' cR:2®as' =2'®2x =0
Comme ® est commutative il suffit d’étudier = & 2’ = 1.
rR1' =0 < z+2 —22' =0
— (l—-z2)=—-x
— '=-x/(1—-2) siz#l
Donc 1 n’est pas symétrisable pour ®. Donc (R, ®) n’est pas un groupe.
5. Soit z,y, z € R. Comme ® est commutative, il suffit d’étudier
r@(Yy®2) =z {y+2z-1)
=z+4+@y+z—-1)—a(y+2-1)
=rx+y+z—1l—axzy—2x2+2x
=2x4+y+z—ay—xz—1
(rRy)®(@E2)=(+y—2y) & (x+2—22)
=(@+y—ay)+(@+z—22)—1
=2r+y+z—aoy—zz—1

r@Ydz)=(r®y) ®(r® z), donc ® est distributive par rapport a @.
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Exercice 3

1. Pour montrer que f est un endomorphisme de (R*, x), on montre que Vz,y € R* :

f(xy) = f(@)f(y).
Soit z,y € R*.

flxy) = (zy)" = 2"y" = f(x)f(y)

Donc f est un endomorphisme de (R*, x).
22 Imf={yeR*/Fx e R*: y = f(x)}.

On distingue deux cas :

— Si n est pair : I'équation y = 2" n’a pas de solution si y < 0, et elle a deux
solutions si y > 0. Donc Im f = R*.

— Si n est impair : 'équation y = 2" admet une solution quelque soit y. Donc
Im f = R*.

ker f = {x € R*/f(z) = 1}.

On distingue deux cas :

— Si n est pair : 'équation 2" = 1 a deux solutions x = 1 et x = —1. Donc ker f =
{_17 1}
— Sin estimpair : I'équation 2" = 1 admet une seule solution = 1. Donc ker f =
{1}
Exercice 4

1. Pour montrer que A est un sous anneau de (), on montre que : A n’est pas vide,
Ve,yec A:x—ye A, etVe,ye A:xy € A.
— Ona0=13 € A Donc A # 0.
— Soit 7,y € A. Alorsil existe m,m' € Zetn,n’ € Ntelsquez = 5 ety = ;”Tl, On

!
m m’ m2" —m/2"

aalors:z —y =5 — 7 = W,avech”' —m/2" € Zetn+n' € N. Donc
r—y € A
— Soit 7,y € A. Alorsil existe m,m' € Zetn,n’ € Ntelsquez = 5 ety = ng// On
aalors: ry = 3 x 2%’, = QTZZ,. Donc zy € A.
Donc A est un sous anneau de Q).
2. Soitx = 2+ € A. Pour que ™' = - appartienne a 4, il faut et il suffit que m = +2*
avec k € N.



