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Relations et Applications

Exercice 1

1. Pour montrer que R est une relation d’équivalence, on montre que R est reflexive,
symétrique et transitive.
— R reflexive <= Vz e C: 2Rz.
Soit z un élément quelconque de C, alors on a |z| = |z|, donc zRz. Donc R est
reflexive.
— R est symétrique < V(z,2/) € C*: 2Rz = 'Raz.
Soit z, 2’ deux éléments de C, tels que zRz’". On a alors

2R = |z = ||

= [¢| = |¢]
— 2'Rz.

Donc R est symétrique.
— R est transitive <= V(z,2/,2") € C*: 2R’ A 2’R2" = 2R2".
Soit z, 2/, 2" trois éléments de C tels que Rz’ et z’Rz". Alors on a

2R NZRZ = |z| = 2| A || = |27
— |2 ="
— Rz

Donc R est transitive.
2. Soit z € C.

cd(z) ={z € C/zR"}
={ e C/|| = |21}

Dans le plan complexe, cl(z) représente le cercle de centre 0 et de rayon |z|.




Exercice 2

Dans Z on définit la relation binaire R par :

Ve,y € Z: 2Ry <= (Fk € Z:z—y = 4k)

Pour montrer que R est une relation d’équivalence, on montre que R est reflexive, sy-
métrique et transitive.
— Rreflexive <= Vz € Z : vRa.
Soit z un élément quelconque de Z, alorsona z — x = 0 = 4 x 0, donc zRx. Donc
R est transitive.
— R est symétrique < V(x,y) € Z*: 2Ry — yRu.
Soit z, y deux éléments de Z, tels que 2Ry. On a alors

Ry — ke Z:x—y=4k
= dkeZ:y—ax=—-4k
— ' =—-keZ:y—x=4F
— yRx
Donc R est symétrique.

— R est transitive <= V(z,y,2) € Z> : Ry ANyRz = zRz.
Soit z, y, = trois éléments de Z tels que xRy et yRz. Alors on a

TRYANyRz = 3k e€Z, Ik €¢Z:x—y=4kNy—z=1Fk
= Jke€Z I el x—z=4k+Kk)
— k" =k+K e€Z:2Rz

Donc R est transitive.

Ona:
cd0)={x€Z/xR0} ={x € Z/3k € Z : x = 4k},
d(l)={x€Z/2R1} ={x € Z/Fk € Z: x =4k + 1},
cd2)={x€Z/xR2} ={zv € Z/3k € Z: x =4k + 2},

cd3)={x€Z/xR3} ={x € Z/Ik € Z: x = 4k + 3},
={re€Z/xRA} ={x € Z/)3k € Z: x = 4k + 4}
={xe€Z/3K € Z:x =4k} = cl(0).

De plus ¢l(0) U ¢l(1) U ¢l(2) U cl(3) = Z, donc ¢l(0), cl(1), cl(2) et cl(3) sont les classes
d’équivalences pour cette relation. Donc Z/R = Z/4Z = {cl(0), cl(1), cl(2), cl(3) }.

Exercice 3



On définit sur R? : (z,y) < (2',y) <= |2/ —z| <y —v.

1. Pour montrer que < est une relation d’ordre, on montre qu’elle est reflexive, anti-

symétrique et transitive.

— < estreflexive < V(z,y) € R?: (z,y) < (z,v).
Soit (z,y) € R? alorsona |r —z| =0 < y —y = 0. Donc < est reflexive.

— < est antisymétrique <=
V(z,y), (2 y) € R?: (z,y) < (¢, y)
Soit (z,y), (2',y') € R? tels que (a:, y
2" —z| <y —yet|r—2'[<y—v.
Onad’ uneparty —y > |2’ —z|doncy’ —y > 0. D'autre party — v’ > |z — 2/
doncy — 1y > 0,ouencorey —y < 0.Doncy —y=0,cestadirey’ = y.
Deplus,ona: |2’ —z| <y —y=0,donc |z’ — 2| =0,dot1 2’ = x.
Donc < est antisymétrique.

— < est transitive <= V(z,y), (2/,v), (2",y") € R? : (z,y) < (z/,y') A (2, 9) <
(@ y") = (z,y) < (2",y").
Soit (z,y), (¢/,y), (z",y") € R? tels que (x,y) < (2,y') et (2/,y) < (2”,y"),
cestadire |2/ —z| <y —yet|z" —2'| <y’ —1y.Onaalors:

A (@' y ) (I,y) (z,y) = (2", y).
) L (oY) e (x’,y)<<( ,y), C'est a dire

1

|z" — x| = 2" — 2’ + 2’ — x|
<" =2+ |2 — 2
<Y -y +y -y
<y -y

Donc (z,y) < (2”,y"). Donc < est transitive.
2. Lordre n’est pas total. Contre-exemple : (1,2) £ (3,2) et (3,2) £« (1,2).

Exercice 4
Ona:
Vo €R: (fog)(z) = flg(z)) = f(a® = 1) = 3(2" — 1) + 1 = 32" — 2
Vr €R:(go f)(x) =g(f(z) =gBr+1)=Br+1)>—1=92" + 62
Doncgo f # fog.

Exercice 5

1.

f est iﬂjeCﬁVe <~ Vl’l,l‘g eR:a2y 7é To —> f([El) 7é f(l’g)
<~ V:cl,xg eR: f(lj) = f(l'g) — I1 = 29



Considérons x; = 2 et 25 = 1/2, alors x1 # x5 et f(x1) = f(x9) = 4/5. Donc f n’est
pas injective. (Indication : essayez de résoudre 1'équation f(z1) = f(x2).)

f est surjective <= Vye R, dxr e R: f(z) =y.
Soit y € R. Résolvons 'équation f(z) = y.

2x
= = y=—
y = f(z) y=13 0
= y+yr’ =22
= yr’ —2x+y=0

— Siy=0,ona —2zx =0,doncx = 0.
— Siy #0,alors A = 4 — 4y* = 4(1 — y)(1 + y). Donc

— poury=1louy=—1,onaA=0;

— pour y €] — 0o, —1[U]1, +o0[,ona A < 0;

— poury €] —1,1[,ona A > 0.
Donc I’équation n’admet pas de solution pour y €] — 0o, —1[U]1, +-00[. donc f n’est
pas surjective.
. Ona f(R)={y € R/dz € R:y = f(z)}. D’apres la question précédente, I'équation
y = f(z) admets au moins une solution pour y € [—1, 1]. Donc f(R) = [-1, 1].
. Pour montrer que g est bijective, on montre que pour tout y € [—1, 1], 'équation
y = g(z) admet une solution unigue dans [—1, 1].
Soit y € [—1,1]. Résolvons dans [—1, 1] I'équation y = g(x). De la méme maniere
que dans la question 1, on trouve
— Siy =0,alors z = 0.
— Siy =1ouy = —1, alors I'équation admet une solution double z = i
— Siy €] —1,0[U]0, 1], alors I'équation admet deux solutions dans R :

/ - 1_y2 $//:1+\/1_y2
Yy

— Ona <1+\/1— ) — 11—y +2¢/1—2 > 1> 2 donc 2" > 1,
donc z” & [—1,1].
— 22" =(1-1+y?*)/y*=1,donc |2| < 1,2" € [-1,1].
Donc I'équation admet une solution unique dans [—1, 1].
Donc g est bijective

. — D; =R

— lim, o f(2) =0; lim, 4o f(z) = 0.
— f est dérivable sur R et on a

(1+2%)2 —2z(2z) 2+ 22% —42*  2(1 —2?)

F@)=—armr  ~ axor Qs




f'(z) ale méme signe que (1 — z?), donc f'(z) > 0siz €| —1,1], et f'(x) < 0si
x €] — o0, —1[U]1, +o0l.

— (tracer le tableau de variations)

On remarque que f est continue et strictement croissante sur [—1, 1], donc elle est

bijective de [—1, 1] dans f([—1, 1]), et d’apres le tableau de variations f([—1,1]) =
[_1’ 1]-

Exercice 6

1. Rappelons que pour un ensemble B’ C B, f~'(B') = {z € A/f(z) € B'}. Soit
T € f_l(BO N Bl>
x € f_l(Bo N Bl) < f([L') € BN By
< f(ZL') € By et f(CC) € B
<~ T € fﬁl(Bo) etx € fﬁl<Bl>
= ze (BN fH(B)

Donc f~1(By N B1) = f~H(Bo) N f~H(B).

2. On n’a pas toujours 1'égalité, voici un contre-exemple. Considérons l'application

fTR—R
e

Ag = [l,00[ et Ay = [—00, —1],0ona f(Ay) = f(A1) = f(Ao) N f(A1) =[1,00[.Ona
d’autre part Ay N A; =0 donc f(Ag N A;) = 0.

Exercice 7
1. Supposons que g o f est injective, c’est a dire,

v.l'l,l'z cA: (gOf) (ilj'l) = (gof) (Z’Q) — I1 = I,

et montrons que f est injective c’est-a-dire Vo € A : f(z1) = f(z2) = z1 = 22.
Soit z1, x5 € A. Supposons que f(z1) = f(z2) et montrons que z; = .

f(z1) = f(xe) = g(f(z1)) = g(f(z2) (car g est une application)
= (9o f)(w1) = (g0 f)(22)
= T = Ty (car g o f est injective)

Donc f est injective.



2. Supposons que g o f est surjective, cest-a-dire Vz € C, 3z € A: 2z = (go f)(x) et
montrons que g est surjective, c’est-a-dire Vz € C,3y € B : z = ¢(y).
Soit z € C. Comme g o f est surjective, il existe z € A tel que z = (g o f)(x). Posons
y = f(x), alors z = g(y). Donc il existe un y € B tel que z = ¢(y).
Donc g est surjective.

3. Supposons que go f et ho g sont bijectives, et montrons que f, g et i sont bijectives.
D’apres les questions précédentes, on déduit que f est injective, g est bijective, et i
est surjective. Il reste 8 montrer que f est surjective et h est injective.

Soit y € B, donc g(y) € C. Comme g o f est surjective, il existe z € A tel que
(go f)(x) = g(y). De plus comme g est injective, on obtient f(z) = y. Donc f est
surjective.

Soit 21,2, € C. Supposons que h(z;) = h(z2). Comme g est surjective, il existe
y1,y2 € B tels que z; = g(y1) et 22 = g(y2). Donc h(g(y1)) = h(g(y2)). Comme h o g
est injective, on en déduit que y; = yo, donc g(y1) = g(y2) soit z; = z,. Donc h est
injective.

Réciproquement, si f, g et h sont bijectives alors g o f et h o g sont bijectives comme
composées d’applications bijectives.



