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Résumé

Cette étude est dédiée à la construction de méthodes de décomposition de domaine

(MDD) sans-recouvrement où le cadre d’application est la simulation d’écoulements

de fluides incompressibles dont la modélisation est effectuée à l’aide d’une formulation

vitesse-pression, résolue numériquement par une méthode d’éléments finis. L’approxima-

tion de la pression par une fonction globalement continue renforce considérablement la

stabilité du schéma numérique par éléments finis. Nous nous intéressons, dans ce travail,

au développement d’une MDD mixte assurant à convergence cette propriété de continuité

globale de la pression.

Sur le même principe qu’une méthode FETI-DP (Finite ElementTearing and Intercon-

neting - Dual Primal), la caractéristique principale de la MDD proposée est de maintenir un

raccord aux point-multiples pour la vitesse et la pression,c’est à dire aux points communs

à plus de deux sous-domaines. Une élimination des variablesinternes aux sous-domaines,

permet de réduire le système de Stokes à un problème de type point-selle posé sur les

interfaces. Un solveur itératif de Krylov de type GMRES a étéretenu pour résoudre le

problème implicite ainsi condensé.

Nous établirons de façon rigoureuse des propriétés de stabilité des approximations par

éléments finis mixtes du système de Stokes aussi bien au niveau des problèmes locaux

qu’au niveau du problème relatif aux inconnues rattachées aux point-multiples. Des

estimations assurant que chaque itération peut être exécutée de façon stable, ainsi qu’une

démonstration de la convergence du procédé itératif, fournissent une base théorique à

l’application du procédé. Enfin, nous proposerons également des stratégies d’accélération

du processus itératif.

Différents tests numériques ont permis de mettre en évidence l’efficacité de la MDD

mixte que nous développons et son extensibilité numérique en comparaison avec celle

d’une méthode FETI-DP standard appliquée au système de Stokes.

Mots-clefs : Méthode de décomposition de domaine sans recouvrement, système de

Stokes, solveur itératif de Krylov, FETI-DP, point-multiples.



Abstract

This study is mainly dedicated to the construction of non-overlapping domain décompo-

sition methods (DDM) where the application framework is thesimulation of incompressible

fluid flows whose modelling, resulting from the finite elementmethod, reveals unknowns

in displacement and pressure. For many problems, the pressure representing a fundamental

characteristic of the phenomenon must necessarily be continuous at interfaces. To this end,

we are interested in developing a mixed DDM fitting the physical phenomena, dedicated

to the discrete Stokes system resulting from a discretisation by continuous-pressure finite

element method.

Based on the FETI-DP method, the main feature of the proposedDDM is to maintain

a primal connection at cross-points, that is points common to more than two subdomains,

for both displacement and pressure. Condensation of subdomains internal variables, leads

to a reduced saddle-point system related to the interfaces which will be solved by using a

Krylov iterative solver of the GMRES type.

Good stability properties of mixed finite element approximations of the Stokes system

are rigorously established, for both local problems and theproblem related to cross-points.

Estimates ensuring that each iteration can be performed in astable way, as well as a de-

monstration of the convergence of the iterative procedure,provide a theoretical background

for applying the method. We also propose different strategies for accelerating the iterative

process.

Finally different numerical tests have been carried out to demonstrate the effectiveness

of the developed DDM mixed and its scalability in comparisonwith an adaptation of a

standard FETI-DP method applied to the Stokes system.

Keywords : Non-overlapping domain decomposition methods, Stokes equations,

FETI-DP methods, iterative Krylov solver, cross-points.
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Introduction

La simulation numérique permet d’aborder de plus en plus de problèmes mais elle est

souvent bridée par des contraintes d’ordre informatique, qui ne permettent pas de répondre

correctement aux exigences des ingénieurs, qui sont principalement une bonne qualité

numérique des résultats et un temps de résidence faible (occupation de la machine). En

effet, l’ingénierie fait de plus en plus appel à la simulation de phénomènes physiques

(écoulement, calcul de structure, ...) où de nombreuses études sont nécessaires avant de

figer le projet final. L’ingénieur doit pourvoir effectuer denombreux tests dans des délais

réduits. Le coût de calcul devient un facteur prépondérant.

Numériquement, laméthode des éléments finis(MEF) permet d’envisager l’analyse

des problèmes résultant d’équations aux dérivées partielles complexes modélisant ces phé-

nomènes physiques, mais elle engendre des systèmes d’équations à plusieurs milliers (voire

centaines de milliers) d’inconnues difficilement résolubles sur une machine séquentielle

(station de travail). Cependant, le développement ces dernières décennies des méthodes de

calcul et l’évolution de leur supports a permis de gérer de façon efficace les contraintes

liées au stockage de ces systèmes linéaires et au temps de calcul relatif à leur résolution.

En effet, l’avènement des architectures parallèles pour les calculateurs scientifiques et

industriels a donné naissance à de nouvelles méthodes et à lanotion decalcul parallèle.

L’idée est de générer un code de calcul permettant de répartir le stockage des matrices

de rigidité et les calculs inhérents à leur résolution sur plusieurs processeurs avec si possible

un faible échange de données entre ces processeurs. Laméthode de décomposition de

domaine(MDD) sans recouvrement rentre parfaitement dans le cadre de cette logique. Elle

consiste à partitioner le domaine géométriqueΩ en plusieurs sous-domaines et à réduire

le problème global à une résolution par un solveur itératif de Krylov d’un problème posé

11



sur l’interface entre sous-domaines voisins. Sur chaque sous-domaine un solveur direct est

utilisé et les calculs doivent pouvoir être réalisés en parallèle avec bien sûr un échange des

données entre processeurs de la taille du problème posé sur l’interface.

Cependant, les MDD proposées devront répondre à un double impératif, qui est

l’ extensibilité (" scalability" en anglais) numérique et parallèle. En d’autres termes, celles-

ci doivent conserver les mêmes propriétés (convergence,...), quelque soit la taille du pro-

blème traité et le nombre de processeurs utilisés (i.e. le nombre de sous-domaines considé-

rés). Les performances doivent s’améliorer au moins linéairement en fonction du nombre de

sous-domaines. De ce fait, des méthodes de préconditionnement pour le problème condensé

à l’interface seront nécessaires pour répondre à cette contrainte d’extensibilité. Le précon-

ditionneur devra être calculé lui aussi, de façon parfaitement parrallèlisable.

0.1 Objectifs, état de l’art et motivation

L’objectif de ce mémoire est de construire une méthode de décomposition de domaine

(MDD) sans-recouvrement pour résoudre le système d’écoulement de Stokes résultant

d’une discrétisation par une méthode d’éléments finis mixtes. L’approche préconisée est

semblable à celle initiée par Desprès dans [19] et adaptée à ce contexte dans [2, 3, 7, 8].

De nombreux travaux ont été consacrés à la MDD pour les problèmes de point-selle en

général et pour le problème de Stokes en particulier. Ils sont basés soit sur des partitions

avec recouvrement [35, 55] soit sur des méthodes sans-recouvrement. Pour ces dernières

on citera par exemples les travaux de Otto et al. [49, 50, 42],ceux de Chacon-Rebollo &

Chacon-Vera [14, 15] et de Quarteroni [48, 20] où le problèmede Stokes a été traité par une

MDD mixte. Pour une approcheprimale de la MDD appliquée au problème de Stokes on

citera les travaux de Le Tallec & Patra [39] et ceux de Ainsworth & Sherwin [1]. Enfin pour

une MDD duale on référera par exemple aux travaux de [12]. Toutefois, danstoutes ces

références, aucune attention particulière n’a été accordée à un partitionnement du domaine

géométriqueΩ comportant despoint-multiples (i.e. les "coins" partagés par plusieurs sous-

domaines, voir figure 0.1).

En effet, souvent l’utilisation d’une partition de plus de 2sous-domaines conduit (sauf
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(a) Décomposition en bandes.

Sous-domaine fllottant

(b) Décomposition ne comportant pas de

point-multiple avec un sous-domaine flottant.

Points-multiples

(c) Décomposition comportant des point-multiples

et un sous-domaine flottant.

FIGURE 1 – Différentes façons de partitionnerΩ en 5 sous-domaines, plus la longueur de

l’interface globale et la distance maximale entre sous-domaines non-voisins sont petites

plus la MDD est performante.
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par exemple dans le cas d’une décomposition dite en "bandes") à l’apparition de point-

multiples. En optant pour un choix d’une partition par bandes deΩ, afin d’éviter la présence

de point-multiples dans cette partition, on influe négativement sur les performances des

méthodes de décomposition de domaine et cela pour deux raisons :

• étant donné la nature des opérateurs d’interface (assemblage de contributions lo-

cales), l’information transite d’un sous-domaine à son voisin. Or la vitesse à laquelle

l’influence d’un effort appliqué en un point d’un sous-domaine peut se propager dans

tout le domaine est fortement liée aunombre minimal d’interfaces à franchir pour

passer d’un sous-domaine à un autre. Plus le nombre d’interfaces à franchir est mini-

mal meilleure est la propagation de l’information dans toutle domaine.

• étant donné que l’on résout un problème posé sur l’interface, le gain est d’autant

plus important que l’interface est petite devant la taille des sous-domaines. Aussi,

sachant que le problème condensé est résolu par un solveur itératif, il faut autant que

possible que la décomposition confère de bonnes propriétésspectrales au problème.

Dans [29], il est montré que les sous-structures élancées conduisent à des opérateurs

locaux mal-conditionnés ce qui se traduit par une mauvaise contribution à l’opérateur

condensé. Un bon "décomposeur" s’attache donc à conserver aux sous-structures des

allures massives (bon aspect ratio).

Pour illustrer l’inconvénient d’une partition par bandes,dans la figure 2, on présente un

comparatif du nombre d’itérations nécessaire au solveur itératif de Krylov pour résoudre

le problème condensé à l’interface. On utilisera une MDD de type FETI [21] appliquée

à un problème elliptique dans un premier temp, pour une partition dite par bandes et

dans un deuxième temp, pour une partition comportant des point-multiples. Un nombre

de sous-domaines et un maillage identiques seront utilisésdans les deux cas. La figure

2 montre que le nombre d’itérations nécessaire à la convergence de la méthode croît de

manière significative pour une partition deΩ en bandes lorsque l’on augmente le nombre de

sous-domaines. Par contre, pour une partition quadrillée le nombre d’itérations nécessaire

à la convergence du solveur est nettement en dessous de celuirésultant d’une partition en

bandes et, de plus, reste peu sensible à l’augmentation du nombre de sous-domaines.

Plus récemment, des MDD appliquées au système de Stokes pourdes décompositions
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FIGURE 2 – Avantage de l’utilisation d’un partitionnement du domaine géométrique com-

portant des point-multiples sur celui dit en bandes, pour une méthode FETI sans précon-

ditionnement appliquée à un problème elliptique pour un maillage identique dans les deux

partitions.

du domaine comportant des point- multiples ont été développées. On citera dans ce sens les

travaux de Vereecke, Bavestrello & Dureisseix (pour les problèmes quasi-incompressible

et incompressible) [66], Li [40] et Kim & Lee [33, 34] où une approche de type FETI-DP

[23] a été utilisée. Aussi, dans [51] où l’approche primale aété privilégiée, une MDD pour

des décompositions présentant des point-multiples a été développée pour le système de

Stokes. Cependant, à notre connaissance, dans tous ces travaux, seules desapproximations

par éléments finis discontinues de la pressionont été considérées ou bien, comme dans

Calgaro [12], l’approximation de la pression est supposée être discontinue à travers les

interfaces des sous-domaines.

Nous montrerons numériquement dans le chapitre 3 de ce mémoire, l’efficacité des

Schémas d’approximation d’éléments finis continus pour la pression de type Taylor-Hood

[26] pour les systèmes de Stokes et leur avantage certain parrapport aux schémas

discontinus de la pression. Cela justifie l’intérêt de développer des MDD pour ce type

d’approximation pour le problème de Stokes et qui étonnamment n’existaient pas dans la

littérature auparavant.

Partant des constatations faites précédemment, notre objectif dans ce mémoire sera
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double : développer une méthode de décomposition de domainesans-recouvrement pour

résoudre le système de Stokes discret résultant d’une approximation par unméthode

d’éléments finis continue pour la pressionet qui soit en même temps applicable a une

décomposition géométrique quelconque même cellecomportant des point-multiples et

possédant des sous-domaines dits "flottants"(i.e. sous-domaines dont la frontière est

strictement contenue à l’intérieur du domaineΩ).

Une grande attention sera accordée à la propriété de stabilité de la méthode. Notam-

ment, un contrôle strict sera effectué au niveau de la résolution des problèmes locaux et

celle du problème associé aux degrés de liberté attachés auxpoint-multiples. En particulier,

une majoration des résultats en termes des données sera soigneusement vérifiée en utilisant

des normes appropriées. Ceci comble à notre avis une carencedes méthodes FETI-DP

appliquées au système de Stokes [66, 40, 33, 34], où l’existence et l’unicité de la solution

aux problèmes locaux sont assurées à partir d’un argument purement algébrique.

Aussi, dans la méthode de décomposition de domaine mixte développée dans ce

mémoire, les conditions de raccord des traces de la solutionet de la dérivée normale du

tenseur des contraintes sont exprimées en termes de deux conditions de raccord à l’aide

d’un nouveau multiplicateur notéΦ dans la suite. Ceci a pour avantage d’assurer, de façon

naturelle, que les problèmes locaux relatifs aux sous-domaines flottants ne soient pas

singuliers et cela sans avoir à imposer comme dans les méthodes FETI-DP la contrainte

locale de moyenne nulle de la pression. La continuité de la pression discrète au niveau des

interfaces se fera à l’aide d’un multiplicateur que l’on noteraψ. Enfin, il est généralement

difficile de faire face à l’inconnue et à l’équation supplémentaires résultant de la contrainte

globale de moyenne nulle relative à la pression (voir par exemple [32]). Dans la MDD

développée dans ce mémoire, l’inconnue supplémentaire et l’équation seront traitées

comme celles correspondantes correspondant à un point-multiple. De cette façon, cette

contrainte peut être manipulée de manière simple et naturelle.
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0.2 Plan du manuscrit de la thèse

La suite de ce texte est organisée en trois parties. Dans la première, comprenant trois

chapitres, on présentera la formulation physique (chapitre 1) et mathématique (chapitre

2) du système d’écoulement de Stokes stationnaire et on passera en revue (chapitre 3) les

différents schémas de discrétisation inhérentes par des méthodes d’éléments finis à pression

continue ou discontinue. La mise en oeuvre numériques de cesschémas d’éléments finis

sera testée sur trois cas-tests du problème de Stokes, où on fera ressortir l’efficacité, en

termes d’erreurs relatives et à nombre d’inconnues identique, du schèma de Taylor-Hood

[26] pour une approximation continue de la pression et celuide Scoot-Vogelius [31] pour

une approximation discontinue de la pression par rapport aux autres méthodes d’éléments

finis. On montrera cependant l’instabilité du schéma de Scott-Vogelius en présence de

"points singuliers" définis au sens de [31] dans le maillage.Ceci justifie l’intérêt de cette

étude à savoir développer une méthode de décomposition de domaine appliquée au système

discret de Stokes résultant de l’utilisation du schéma d’éléments finis de Taylor-Hood.

Dans la deuxième partie, lechapitre 4 sera consacré à la présentation des méthodes de

décomposition de domaines sans recouvrement appliquées à un problème elliptique dans

leurs aspects continu et discret. On classera dans notre exposé ces méthodes en trois catégo-

ries : méthodes decomplément de Schur primales, méthodes decomplément de Schur

duales (FETI) et méthodesmixtes. Ces méthodes décomposent le domaine d’étude en plu-

sieurs sous-domaines réduisant par un procédé de condensation la résolution à l’interface

des sous-domaines où l’inconnue à déterminer sera respectivement la valeur du champ de

déplacement, du vecteur contrainte ou une combinaison des deux. Cette inconnue auxiliaire

est "ajustée" alors itérativement de manière à obtenir respectivement la continuité du vec-

teur contrainte, du champ de déplacement ou des deux, le longde l’interface. Dès lors, la

résolution du problème initial posé sur le domaine se ramèneà :

• des problèmes indépendants sur chaque sous-domaine,

• un problème d’interface.

Sur les sous-domaines les problèmes sont de tailles réduites par rapport au problème

initial, donc moins coûteux à résoudre par un méthode directe et leur résolution se fera

de manière parfaitement parallèle. Dû au fait que la matricede rigidité résultant du

problème d’interface sera pleine (car il y a une forte interactivité des degrés de liberté (ddl)
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d’interface avec les ddl intérieurs des sous-domaines), larésolution se fera à l’aide d’un

solveur itératif de type Krylov où le seul impératif à connaître est le produit matrice-vecteur.

Toujours au chapitre 4, on abordera la question de présence de point-multiples dans la

décomposition du domaine et la difficulté d’écriture des conditions de raccords au niveau

de ces points dans le cas continu et les redondances qu’elle engendre dans la cas discret. On

présentera, comme solution à ce problème, la méthode FETI-DP initiée par [23], qui est une

méthode de décomposition de domaine duale à la base où le raccord des déplacements est

maintenu au niveau des points-multiples et où les inconnuesrattachées à ces points seront

éliminées du problème posé sur l’interface par un deuxième procédé de condensation.

Enfin, quelques test numériques seront présentés pour illustrer l’efficacité des quatre MDD.

Le chapitre 5 sera dédié à la construction d’une méthode de décompositionmixte

appliquée au système de Stokes discret pour une partition dudomaine géométrique com-

portant des point-multiples. L’idée, comme dans les méthodes FETI-DP, est de maintenir

un raccord discret fort au niveau des point-multiples. Bienque dans la présentation on

considère un schéma général d’éléments finis à pression continue, tous les résultats de

stabilité et de convergence démontrés restent valables pour un schéma d’éléments finis à

pression discontinue. Cette partie de la thèse a fait l’objet d’une publication [4].

Au cours duchapitre 6, différents tests permettront d’évaluer le comportement de

la MDD mixte développée pour une discrétisation par une méthode d’éléments finis de

type Taylor-Hood. Sur le cas-tests de Bercovier-Engelman [5], on évaluera l’influence de

différents paramètres, tels le pas de discrétisation et le nombre de sous-domaines sur le

solveur utilisé pour résoudre le problème condensé à l’interface. En outre, un comparatif

avec une méthode FETI-DP adaptée au problème de Stokes est dressé.

Dans la dernière partie de ce mémoire, on présentera dans leChapitre 7 les différentes

techniques de préconditionnement des MDD présentées au chapitre 4 pour un problème

elliptique. La façon de calculer les préconditionneurs de Neumann-Neumann et celui

de Dirichlet relatifs respectivement à la méthode primale et duale, qui devra être paral-

lélisale. On donnera aussi la manière de calculer le préconditionneur des MDD mixtes

et on soulignera le fait qu’il n’est pas parallèlisable. Dans la perspective de rendre le
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calcul du préconditionneur parralélisable on présentera le "strip-preconditioner" [52].

Différents tests montrerons l’efficacité de ces préconditionneurs. Toutefois, l’extensibilité

numérique de ces méthodes n’est pas assurée. En effet, les performances se dégradent

lorsque le nombre de sous-domaines augmente et on constate une inflation du nombre

des itérations. Pour empêcher cela, il faut introduire un moyen de propager l’informa-

tion à l’ensemble des sous-domaines. Ceci se fera en maintenant un raccord fort au

niveau des point-multiples. On constatera alors, une quasi-indépendance du nombre d’itéra-

tions pour résoudre le problème d’interface par rapport au nombre de sous-domaines utilisé.

Enfin auchapitre 8, on présentera une adaptation au système de Stokes des techniques

de préconditionnement développées pour un problème elliptique que l’on validera par

différents tests numériques.
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Chapitre 1

Modèle physique

1.1 Equations de Navier-Stokes

Soit Ω ⊂ Rn (n ≤ 3) un domaine représentant une région de l’espace. Le domaine

sera toujours supposé borné et régulier. La dynamique d’un fluide newtonien comme l’eau,

l’huile, l’air, etc dansΩ peut être décrite par les équations de Navier-Stokes où les incon-

nues sont la vitesseu(x, t), la densitéρ(x, t) et la pressionp(x, t) du fluide au pointx =

(x1, · · · , xn) et à l’instantt. La vitesse est une fonction vectorielleu = (u1, · · · , un) ∈ Rn

avecui = ui(x1, · · · , xn, t) et la pressionp est une fonction scalaire. Les équations de

Navier-Stokes sont :

ρ∂tu − µ∆u + ρ (u · ∇) u + ∇p = f,

∂tρ+ ρ∇ · u = 0,
(1.1)

où µ > 0 désigne laviscosité dynamiquedu fluide etf = (f1, · · · , fn) représente une

densité massique de forces extérieures (la gravité par exemple).

Les différents opérateurs différentiels intervenant dansles équations de Navier-Stokes :

gradient, divergence et laplacien, notés respectivement∇, ∇· et∆, sont définis de la façon

suivante :

∇p =
n∑

i=1

∂p

∂xi
, ∇ · u =

n∑

i=1

∂ui

∂xi
, ∆u =




∆u1

...

∆un


 =

n∑

i=1

∂2u
∂x2

i

(1.2)
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respectivement et où la notation(u · ∇) u est donnée par :

(u · ∇) u =




(u · ∇)u1

...

(u · ∇)un


 =

n∑

i=1

ui
∂u
∂xi

, (1.3)

Aux équations de Navier-Stokes (1.1), on ajoute une condition aux limites et une condition

initiale émanants de données physiques typiques au problème traité. Souvent, une condition

aux limites de type Dirichlet sur le bord est utilisée, c’est-à-dire :

u(x, t) = g(x, t),∀x ∈ ∂Ω,∀t > 0. (1.4)

Dans la plupart des cas, apparait la condition de non-glissementu = 0 sur∂Ω. La condition

initiale est de la forme :

u(x, 0) = u0(x),∀x ∈ Ω. (1.5)

La première équation dans (1.1) est connue comme étant l’équation des moments et

la deuxième comme étant l’équation de continuité ou bien de conservation des masses qui

traduit la contrainte d’incompressibilité du fluide. Le terme(u · ∇) u représente le terme

de transport, nommé aussi terme deconvection; quand àµ∆u c’est le terme relatif à la

diffusion. Ce dernier étant dû à l’existence des interactions au niveau moléculaire entre les

particules et se traduisant par une dissipation d’énergie.

Dans la plupart des cas, la viscosité dynamiqueµ est constante. Sa valeur influe

grandement sur le comportement de l’écoulement ainsi que sur la difficulté d’obtenir des

solutions approchées modélisant cet écoulement. Des fluides assez gras, comme le miel par

exemple, ont de grandes valeurs deµ. Et l’écoulement dans ce cas est simple et ordonné.

Pour des fluides à faible viscosité par contre, les écoulements respectifs sont alors sujets à

des turbulences.

Une simplification des équations de Navier-Stokes se produit lorsque l’on suppose que

l’écoulement du problème considéré eststationnaire. Par exemple, pour l’écoulement d’un

robinet dans un bidon rempli, l’eau s’écoule en dehors aussirapidement qu’à l’intérieur du

seau : la forme de l’écoulement est la même indépendamment dutemps. Dans ces cas là, on

assumera que les quantitésu, ρ et p sont indépendantes du temps et cela nous donnera les
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équations de Navier-Stokes stationnaires suivantes :

−µ∆u + ρ (u · ∇) u + ∇p = f,

∇ · u = 0.
(1.6)

Tout fluide possède des variations dans sa densité. Cependant, dans beaucoup de cas

ces variations sont si petites et si négligeables que l’on peut considérer la densitéρ > 0

comme étant constante et on écrit alors souvent les équations de Navier-Stokes à l’aide de

la viscosité cinématique, donnée par :

ν =
µ

ρ
, (1.7)

Elle permet de caractériser le fluide étudié, par exemple, ona ν = 0.15 × 10−4m/s pour

l’air et ν = 10−6m/s pour l’eau.

Lorsque l’on travaille dans une portion d’espace allongée,on peut utiliser un modèle

bi-dimensionnel posé sur la section. L’écriture scalaire des équations de Navier-Stokes sta-

tionnaires incompressibles devient alors :

−ν

(
∂2u1

∂x2
1

+
∂2u1

∂x2
2

)
+ u1

∂u1

∂x1
+ u2

∂u1

∂x2
+

1

ρ

∂p

∂x1
=

1

ρ
f1,

−ν

(
∂2u2

∂x2
1

+
∂2u2

∂x2
2

)
+ u1

∂u2

∂x1
+ u2

∂u2

∂x2
+

1

ρ

∂p

∂x2
=

1

ρ
f2,

∂u1

∂x1
+
∂u2

∂x2
= 0.

(1.8)

Notons enfin, que la réponse du fluide aux forces extérieures dépend de deux phéno-

mènes de nature différente :

• l’effet d’entraînement du fluide par son propre mouvement, c’est l’effet d’inertie,

• la friction entre les éléments de fluide voisins qui se déplacent à des vitesses diffé-

rentes.

Deux facteurs importants sont à l’origine de ces deux phénomènes. Le premier est la vis-

cosité cinématiqueν dont dépend le fait que le fluide suit un mouvement régulier, dit aussi

laminaire, à diffusion dominante (pour de grandes valeurs deν) ou bien qu’il suit un mou-

vementturbulent à moments dominants (pour de petites valeurs deν).

Le deuxième facteur est la vitesse de déplacement du fluide, en effet pour des valeurs fixes

de ν, des turbulences peuvent apparaître dans l’écoulement du fluide si on impose par

exemple de grandes valeurs à la vitesses sur les frontières du domaine étudié, l’équation
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du moment va faire en sorte que ces grandes vitesses vont essayer de se propager à l’inté-

rieur du domaine et elle seront contrées par la viscosité du fluide. Cela engendrera alors des

turbulences dans l’écoulement.

L’importance relative de ces deux facteurs nous amène à définir un paramètre de

contrôle appelénombre de Reynolds, que l’on définit dans le cas adimensionnel, pour une

longueur caractéristiqueL et une vitesse caractéristiqueU dans le domaine d’écoulement,

par :

Re =
UL

ν
. (1.9)

Les équations de Navier-Stokes stationnaires (1.6) s’écriront alors :

−
1

Re
∆ũ + (ũ · ∇) ũ + ∇p̃ = f̃,

∇ · ũ = 0,
(1.10)

avec :

x̃ =
x
L
, ũ(x̃, t) =

u(x, t)
U

, p̃(x̃, t) =
p(x, t)
ρU2

. (1.11)

Les (nouveaux) opérateurs différentiels∇ et ∆ ci-dessus sont relatifs à la (nouvelle)

variablex̃ et f̃ =
L

ρU2
f.

Le nombre de Reynolds caractérise le type d’écoulement étudié. Mathématiquement, il

prend en compte le terme de viscosité du laplacien de la vitesse. Physiquement, le nombre

de ReynoldsRe permet de donner une idée sur le comportement de l’écoulement d’un

fluide indépendamment de la dimension du problème. L’on notera alors, que plusRe croît,

plus le fluide se trouve dans un état où il s’écoule rapidementet où la viscosité n’est pas

suffisamment importante pour éliminer ou même diminuer les variations spatiales de la

vitesse. On dit dans ce cas que le fluide est dans un régime turbulent.

Par contre, siRe décroît les effets de viscosité dominent et le fluide tend rapidement vers

un mouvement très régulier. Là on aura un régime laminaire.

Dans l’expérimentation, un écoulement avecRe de l’ordre de 1 à 1000 est généralement

régulier ; il sera turbulent pour des valeurs deRe supérieures à 100 000.

1.2 Equations de Stokes

Les équations de Navier-Stokes se réduisent aux équations de Stokes ou d’Euler selon

que le nombre de ReynoldsRe est petit ou grand. Ainsi pour :
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PourRe << 1, les effets dus à la viscosité sont dominants par rapport auxeffets d’iner-

ties d’écoulement du fluide. Le terme de convection non-linéaire (u · ∇) u devenant négli-

geable, les équations de Navier-Stokes (1.6) se réduisent aux équations de Stokes station-

naires :

−
1

Re
∆ũ + ∇p̃ = f̃,

∇ · ũ = 0.
(1.12)

PourRe >> 1, le terme de convection non-linéaire(u · ∇) u est dominant et c’est le

terme de diffusion qui est négligé donnant lieu aux équations d’Euler suivantes :

(ũ · ∇) ũ + ∇p̃ = f̃,

∇ · ũ = 0.
(1.13)

Les principales difficultés pour étudier et résoudre les équations de Navier-Stokes (1.6)

sont d’une part le couplage vitesse/pression et d’autre part la présence du terme de convec-

tion non-linéaire(u · ∇) u. D’un point de vue numérique, la résolution des équations de

Navier-Stokes utilisera dans de nombreuses méthodes la résolution intermédiaire de pro-

blèmes de Stokes. Le problème de Stokes reste un problème couplé vitesse/pression mais a

l’avantage d’êtrelinéaire. Dans les chapitres suivants, on va étudier le problème de Stokes

avec des conditions aux limites de type Dirichlet suivant :




−
1

Re
∆ũ + ∇p̃ = f̃, surΩ,

∇ · ũ = 0, surΩ,

ũ = 0, sur∂Ω,

(1.14)

plus communément écrit sous la forme :





−µ∆u + ∇p = f, surΩ,

∇ · u = 0, surΩ,

u = 0, sur∂Ω,

(1.15)
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Chapitre 2

Formulation variationnelle mixte du

système de Stokes

Dans ce chapitre, on rappellera brièvement la formulation variationnelle du système

de Stokes (1.15) et la condition inf-sup continue, dite aussi condition de Babuska-Brezzi,

nécessaire pour assurer l’existance et l’unicité de la solution pour ce type de problème

dit problème de point-selle. Le contenu de chapitre a été traité de manière beaucoup plus

détaillée dans plusieurs ouvrages auparavant [26, 11].

2.1 Quelques rappels

Soit Ω un ouvert borné à frontière lipschitizienne deRn, (n ≤ 3). L’espaceL2(Ω)

représente l’ensemble des fonctions à valeurs réelles mesurablesu pour lesquelles :

‖u‖0,Ω =

(∫

Ω
|u|2 dx

)1/2

<∞. (2.1)

On noteD(Ω) = C∞
0 (Ω) l’espace des fonctions deC∞(Ω) à support compact dansΩ. Pour

un multi-indiceα = (α1, . . . , αn) donné, avec|α| = α1 + . . . + αn, on définit la dérivée

d’ordreα de la fonctionu par :

Dαu =
∂|α|u

∂α1x1 . . . ∂αnxn
. (2.2)

L’espace des distributionsD′(Ω) est l’espace dual deD(Ω), i.e. l’espace des formes li-

néairesD(Ω) qui sont continues par rapport à la pseudo-topologie définiesur cet espace.
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On peut associer à toute fonctionu ∈ L2(Ω) une distribution, que l’on note aussiu, définie

par :

〈u, φ〉 =

∫

Ω
uφdx, ∀φ ∈ D(Ω), (2.3)

où 〈·, ·〉 représente le crochet de dualité entreD′(Ω) etD(Ω).

Pour un multi-indiceα et une distributionu, on définit sa dérivéeDαu ∈ D′(Ω) par :

〈Dαu, φ〉 = (−1)|α|〈u,Dαφ〉, ∀φ ∈ D(Ω). (2.4)

On dira alors que la dérivée d’ordreα d’une distributionu appartient àL2(Ω), s’il existe

une fonctionuα ∈ L2(Ω) telle que :

〈Dαu, φ〉 =

∫

Ω
uαφdx, ∀φ ∈ D(Ω). (2.5)

L’espace de SobolevHk(Ω) sera alors défini, pour tout entierk ≥ 1, par :

Hk(Ω) = {u ∈ L2(Ω)/ Dαu ∈ L2(Ω), ∀|α| ≤ k}. (2.6)

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire associé àla norme :

‖u‖2
1,Ω =

∑

|α|≤k

∫

Ω
|Dαu|2 dx. (2.7)

On définit une semi-norme sur cet espace par :

|u|21,Ω =
∑

|α|=k

∫

Ω
|Dαu|2dx. (2.8)

Pourk = 1, on peut écrire :

‖u‖2
1,Ω = ‖u‖2

0,Ω + |u|21,Ω = ‖u‖2
0,Ω +

∫

Ω
|∇u|2dx. (2.9)

On rappellera que l’espaceH1
0 (Ω) désigne les sous-espace deH1(Ω) des fonctions qui

s’annulent sur la frontière∂Ω.

On désigne par la trace sur∂Ω d’une fonctionu ∈ H1(Ω) la valeur de sa restriction

sur∂Ω. L’ensemble de ses restrictions est notéH1/2(∂Ω). De la même manière on définit

de manière généraleH1/2(Γ) l’espace des traces sur une partieΓ ⊂ ∂Ω ; la norme et la

semi-norme correspondantes sont donnés par :

|u|2
H1/2(Γ)

=

∫

Γ

∫

Γ

|u(x) − u(y)|2

|x− y|n
dxdy, (2.10)
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et :

‖u‖2
H1/2(Γ)

= |u|2
H1/2(Γ)

+ ‖u‖2
0,Γ. (2.11)

L’extension par zéro d’une fonctionu ∈ H1/2(Γ) sur∂Ω, notéeũ, n’appartenant pas forcé-

ment àH1/2(∂Ω) ; on a la définition du sous espaceH1/2
00 (Γ) suivante :

H
1/2
00 (Γ) =

{
u ∈ H1/2(Γ)/ ũ ∈ H1/2(∂Ω)

}
, (2.12)

dont la norme est définie par :

‖u‖2

H
1/2

00
(Γ)

= |u|2
H1/2(Γ)

+

∫

Γ

u2(x)

d(x, ∂Γ)
dx, (2.13)

oùd(x, ∂Γ) est la distance entrex et la frontière∂Γ.

On rappelle aussi le lemme utile de Friedrichs-Poincaré :

Lemme 2.1.1(Inégalité de Friedrichs-Poincaré). SoitΓ ⊆ ∂Ω de mesure non nulle. Alors,

il existe des constantes qui ne dépendent que deΓ etΩ, telles que pouru ∈ H1(Ω) on a :

‖u‖2
0,Ω ≤ C1 |u|

2
1,Ω + C2 ‖u‖

2
0,Γ. (2.14)

En particulier, pouru nulle surΓ, on a‖u‖2
0,Ω ≤ C1 |u|

2
1,Ω, et par la suite

|u|21,Ω ≤ ‖u‖2
1,Ω ≤ (C1 + 1) |u|21,Ω. (2.15)

On définit par la suite l’espaceH(div; Ω) :

H(div; Ω) =
{

v ∈
(
L2(Ω)

)n
/∇ · v ∈ L2(Ω)

}
,

espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(u, v)div;Ω =

∫

Ω
u · v dx+

∫

Ω
∇ · u∇ · v dx.

On notera que pour un vecteuru ∈ H(div; Ω), il est possible, comme le montre le lemme

suivant, de définir sa composante normaleu · n sur la frontière∂Ω.

Lemme 2.1.2.SoitΩ un ouvert borné deRn, n = 2, 3 à frontière lipschitizienne. Alors, il

existe un opérateur continuγn : H(div; Ω) → H−1/2(∂Ω) tel que :

γnu = la restriction deu · n sur∂Ω, ∀u ∈
(
H(div; Ω) ∩ C0(Ω)

)n
.
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De plus, il existe un opérateurRn : H−1/2(∂Ω) → H(div; Ω), tel que :

γn (Rnφ) = φ, φ ∈ H−1/2(∂Ω) (2.16)

Enfin, pouru ∈ H(div; Ω) etv ∈ H1(Ω) la formule de Green est donnée par :
∫

Ω
u · ∇v dx+

∫

Ω
v ∇ · u dx = 〈u · n , v〉H−1/2(∂Ω),H1/2(∂Ω). (2.17)

En définissant le sous-espace fermé deV ⊂
(
H1

0 (Ω)
)n

:

V =
{

v ∈ H1
0 (Ω)n; ∇ · v = 0

}
, (2.18)

on a la décomposition :

H1
0 (Ω)n = V ⊕ V ⊥, (2.19)

oùV ⊥ est l’orthogonal de V dansH1
0 (Ω)n, pour le produit scalaire associé à la semi-norme

| · |1,Ω. On alors la propriété importante suivante (voir, par exemple, [26]) :

Proposition 2.1.1.Soitf ∈ H−1(Ω) tel que :〈f, v〉 = 0, ∀v ∈ V . Alors il existep ∈ L2(Ω)

tel que :

f = ∇p. (2.20)

PourΩ connexe,p est unique à une constante additive près.

En remarquant que :
∫

Ω
∇ · v dx = 0 ∀v ∈

(
H1

0 (Ω)
)n
, (2.21)

on déduit que l’image de l’espace
(
H1

0 (Ω)
)n

par l’opérateurdiv est le sous espace, noté

L2
0(Ω), des fonctions deL2(Ω) à moyenne nulle, i.e.

L2
0(Ω) =

{
q ∈ L2(Ω)/

∫

Ω
q(x)dx = 0

}
. (2.22)

Aussi en notant que :

‖q‖0,Ω = inf
c∈R

‖q − c‖0,Ω = ‖q̇‖L2
0
(Ω)/R

, ∀q ∈ L2
0(Ω), (2.23)

on peut identifierL2
0(Ω) isométriquement àL2

0(Ω)/R. Le corollaire suivant permet alors

d’assurer que l’image de l’opérateurdiv est exactementL2
0(Ω).
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Corollaire 2.1.1. SoitΩ un ouvert borné deRn connexe à frontière lipschitzienne. Alors

1. L’opérateur∇ est un isomorphisme deL2
0(Ω) versV 0,

2. L’opérateurdiv est un isomorphisme deV ⊥ versL2
0(Ω).

où les sous espacesV 0 etV ⊥ sont définis par les relations :

V 0 = {φ ∈ H−1(Ω)/〈φ, v〉 = 0,∀v ∈ V }, (2.24)

V ⊥ = {(−∆)−1 ∇q/q ∈ L2(Ω)}, (2.25)

où : (−∆)−1 ∈ L
(
H−1(Ω)n,H1

0 (Ω)n
)

représente l’opérateur de Green relatif au pro-

blème de Dirichlet de−∆ (voir [26]).

2.2 Formulation mixte du système de Stokes

On va établir une formulation variationnelle mixte du système de Stokes (1.15). Pour

cela, on multiplie la première équation de (1.15) par une fonction testv qui s’annule sur le

bord du domaine∂Ω et on intègre surΩ :

−ν

∫

Ω
∆u · v dx+

∫

Ω
∇p · v dx =

∫

Ω
f · v dx. (2.26)

En utilisant la formule de Green et en intégrant par parties le terme de pression on obtient :

ν

∫

Ω
∇u : ∇v dx−

∫

Ω
p∇ · v dx =

∫

Ω
f · v dx+

∫

∂Ω

(
∂u
∂n

− pn
)
· vdσ, (2.27)

où n désigne le vecteur normal à∂Ω dirigé vers l’extérieur.

En tenant compte du fait que la fonction testv s’annule sur le bord du domaine, on obtient :

ν

∫

Ω
∇u : ∇v dx+

∫

Ω
p∇ · v dx =

∫

Ω
f · v dx. (2.28)

On introduit alors les formes bilinéaires suivantes :

a :
(
H1

0 (Ω)
)n

×
(
H1

0 (Ω)
)n

→ R

a(u, v) = ν

∫

Ω
∇u : ∇v dx = ν

n∑

i,j=1

∫

Ω

∂ui

∂xj

∂vi

∂xj
dx,

(2.29)

b :
(
H1

0 (Ω)
)n

× L2
0(Ω) → R

b(v, q) =

∫

Ω
q∇ · vdx =

n∑

i=1

∫

Ω
q
∂vi

∂xi
dx,

(2.30)
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En utilisant l’espace de fonctions deL2(Ω) à moyenne nulle introduit précédemment, la

formulation variationnelle mixte du système de Stokes s’écrit :

Trouver(u, p) ∈ (H1
0 (Ω))n × L2

0(Ω) tels que :

ν

∫

Ω
∇u : ∇v dx+

∫

Ω
p∇ · v dx =

∫

Ω
f · v dx, ∀v ∈

(
H1

0 (Ω)
)n
,

∫

Ω
q∇ · udx = 0, ∀q ∈ L2

0(Ω),
(2.31)

que l’on peut écrire aussi en utilisant les notations (2.29)et (2.30) sous la forme :

Trouver(u, p) ∈ (H1
0 (Ω))n × L2

0(Ω) tels que :

a(u, v) + b(p, v) = (f, v), ∀v ∈
(
H1

0 (Ω)
)n
,

b(q,u) = 0, ∀q ∈ L2
0(Ω).

(2.32)

Remarque 2.2.1. • Dans la deuxième équation de(2.32), il est équivalent de prendre

des fonctions test dansL2(Ω) (c’est-à-dire non nécessairement à moyenne nulle).

En effet, supposons que cette équation soit satisfaite. Pour q ∈ L2(Ω), on noteq̄ sa

valeur moyenne, i.e.̄q =
1

Ω

∫

Ω
qdx, on a alors :

∫

Ω
q∇ · udx =

∫

Ω
(q − q̄)∇ · udx+ q̄

∫

Ω
∇ · udx (2.33)

=

∫

Ω
(q − q̄)∇ · udx+ q̄

∫

Ω
u · ndx. (2.34)

Or, q − q̄ ∈ L2
0(Ω) et par conséquent pouru ∈

(
H1

0 (Ω)
)n

on obtient :
∫

Ω
q∇ · udx = 0. (2.35)

• Il est important de chercher la pressionp à moyenne nulle. En effet, sip vérifie la

première équation du système de Stokes(2.32), alors il en est de même pourp + C

oùC est une constante quelconque. L’espaceL2
0(Ω) des fonctions à moyenne nulle,

comme on le verra, assure l’unicité de la pression.

• Le terme ”mixte" fait référence à la formulation vitesse/pression. Un autre cadre

fonctionnel est possible. SoitV = {u ∈
(
H1

0 (Ω)
)n
/ ∇· u = 0, surΩ}. Une autre

façon équivalente de déterminer la vitesseu dans le système(2.32)est de résoudre le

problème suivant :

Trouveru ∈ V tel que :

a(u, v) = (f, v),∀v ∈ V. (2.36)

Le lemme de Lax-Milgram, premet de conclure que le problème(2.36) admet une

unique solution (la formea(·, ·) est coercive et continue surV ).
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2.3 Un résultat abstrait pour les problèmes mixtes

SoitX un espace de Hilbert muni du produit scalaire(·, ·)X et de la norme‖ · ‖X . On

considère une forme bilinéairea(·, ·) continue surX ×X, i.e. :

|a(u, v)| ≤ ‖a‖‖u‖X‖v‖X . (2.37)

Cette forme bilinéaire définit un opérateur linéaire continuA : X → X ′ donné par

〈Au, v〉X′×X = a(u, v), ∀v ∈ X,∀u ∈ X. (2.38)

SoitM un autre espace de Hilbert, muni de la norme‖ · ‖M et du produit scalaire(·, ·)M .

Et soitb(v, q) une forme bilinéaire continue surX ×M , i.e.

|b(v, q)| ≤ ‖b‖‖v‖X‖q‖M , (2.39)

à laquelle on associe un opérateur linéaire continuB : X → M ′ et son transposéBt :

M → X ′, définis par :

〈Bv, q〉M ′×M =
〈
v,Btq

〉
M×M ′

= b(v, q), ∀v ∈ X,∀q ∈M. (2.40)

Considérons alors le problème mixte suivant :




Trouver(u, p) ∈ X ×M tels que

a(u, v) + b(v, p) = 〈f, v〉, ∀v ∈ X,

b(u, q) = 〈g, q〉, ∀q ∈M.

(2.41)

pour toutf ∈ X ′ etg ∈ X ′ donnés.

Pour ce type de problème on a le résultat d’existence, d’unicité et de stabilité suivant ( voir,

par exemple, proposition 1.3 dans [11]) :

Théorème 2.3.1.Sous les hypothèses suivantes :

1. la formea(·, ·) est coercive sur le noyau deB i.e. :

il existeγ0 > 0 tel que :

a(v, v) ≥ γ0‖v‖
2
X , ∀v ∈ KerB, (2.42)

2. la formeb(·, ·) satisfait à la condition inf-sup, i.e. :

il existeβ0 > 0 tel que :

sup
v∈X

b(v, q)

‖v‖X
≥ β0‖q‖M , ∀q ∈M (2.43)
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le problème(2.41)admet une unique solution(u, p) pour toutf ∈ X ′ et pourg ∈ ImB.

De plus on a les majorations suivantes :

‖v‖X ≤
1

γ0
‖f‖X′ +

1

β0

(
1 +

‖a‖

γ0

)
‖g‖Q′ , (2.44)

‖p‖M ≤
1

β0

(
1 +

‖a‖

γ0

)
‖f‖X′ +

‖a‖

β2
0

(
1 +

‖a‖

γ0

)
‖g‖M ′ . (2.45)

Remarque 2.3.1.La deuxième hypothèse du théorème précédent implique :

inf
‖q‖M

sup
v∈X

b(v, q)

‖v‖X
≥ β0. (2.46)

2.4 Condition inf-sup pour le système de Stokes

On souhaite vérifier à présent les hypothèses du théorème 2.3.1 pour le problème de

Stokes avecX =
(
H1

0 (Ω)
)n

,M = L2
0(Ω) et les formesa et b définies par (2.29) et (2.30).

La coercivité de la forme bilinéairea(·, ·) étant vérifiée sur l’espace
(
H1

0 (Ω)
)n

tout entier,

elle l’est en particulier sur le noyau de l’opérateur divergence∇·. Reste alors à établir

que la formeb du problème Stokes vérifie la condition inf-sup. D’après le corollaire 2.1.1,

∀q ∈ L2
0(Ω) il existe une unique fonctionv ∈ V ⊥ telle que :

∇ · v = q, |v|1,Ω ≤ C‖q‖0,Ω,

et par suite :

∀q ∈ L2
0(Ω),

(q,∇ · v)Ω
|v|1,Ω

=
‖q‖2

0,Ω

|v|1,Ω
≥

1

C
‖q‖0,Ω.

Ceci établit la condition inf-sup pour le problème de Stokes. Le théorème de (2.3.1)

permet d’énoncer le résultat d’existence et d’unicité de lasolution du problème de Stokes

suivant :

Théorème 2.4.1.Soit Ω un domaine borné connexe deRn, (n ≤ 3) à frontière lipschiti-

ziennne∂Ω. Pour f ∈ (H−1(Ω))n et g ∈ (H1/2(∂Ω))n tels que :
∫

∂Ω
g .n dσ = 0, (2.47)

il existe une paire unique(u, p) ∈ (H1(Ω))n × L2
0(Ω) solution du problème :





−ν ∆u + ∇p = f surΩ,

∇.u = 0 surΩ,

u = g sur∂Ω.

(2.48)
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Démonstration.Elle est basé sur l’application du théorème 2.3.1 des problèmes mixtes. La

formulation variationnelle du problème (2.48) s’écrit :





(u, p) ∈
(
H1Ω)

)n
× L2

0(Ω)

a(u, v) + b(v, p) = (f, v)Ω ∀v ∈ (H1Ω))n,

b(u, q) = 0 ∀q ∈ L2
0(Ω),

u|∂Ω = g,

(2.49)

L’opérateurdiv étant un isomorphisme deV ⊥ versL2
0(Ω), la condition (2.47) induit

qu’il existe une fonctionu0 ∈
(
H1(Ω)

)n
telle que :

∇ · u0 = 0 surΩ, u0 = g sur∂Ω,

où ici V représente le noyau de l’opérateur divergence.

En posantw = u − u0 ∈
(
H1

0 (Ω)
)n

, on obtient la formulation variationnelle équivalente





(w, p) ∈
(
H1

0 (Ω)
)n

× L2
0(Ω)

a(w, v) + b(w, p) = (f, v)Ω ∀v ∈
(
H1

0 (Ω)
)n
,

b(w, q) = 0 ∀q ∈ L2
0(Ω).

(2.50)

On conclut par l’application du théorème 2.3.1.
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Chapitre 3

Éléments finis mixtes pour le système

de Stokes

3.1 Condition inf-sup discrète du système de Stokes

La résolution du problème de Stokes (2.50) par un procédé d’approximation de Galer-

kin basé sur la méthode d’éléments finis, nous conduit à l’écriture du problème approché

suivant : 



(uh, ph) ∈
(
Xh ×Mh

)

a(uh, vh) + b(vh, ph) = (f, vh)Ω ∀vh ∈ Xh,

b(uh, qh) = 0 ∀qh ∈Mh,

(3.1)

où les espaces d’éléments finisXh et Mh sont des sous-espaces de dimension finie de
(
H1

0 (Ω)
)n

etL2
0(Ω) respectivement avech un paramètre de discrétisation destiné à tendre

vers zéro. On a alors le résultat d’approximation (voir, parexemple, Théorème 1.1, chapitre

II [26]) suivant :

Théorème 3.1.1.Sous les deux hypothèses suivantes :

– il existeγ > 0 tel que :

a(vh, vh) ≥ γ‖vh‖2
X , ∀vh ∈ KerBh, (3.2)

– il existeβ > 0 tel que :

sup
vh∈Xh

b(vh, qh)

‖vh‖X
≥ β‖qh‖M , ∀qh ∈Mh, (3.3)
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le problème(3.1) admet une unique solution(uh, ph) ∈ Xh ×Mh. De plus, il existe une

constanteC dépendant uniquement deγ, β, ‖a‖ et‖b‖ telle que :

‖u− uh‖X + ‖p − ph‖M ≤ C

(
inf

vh∈Xh
‖u− vh‖X + inf

qh∈Mh
‖p− qh‖M

)
. (3.4)

Et on a les estimations de stabilité suivantes :

‖uh‖X ≤
1

γ
‖f‖X′ +

1

β

(
1 +

‖a‖

γ

)
‖g‖Q′ , (3.5)

‖ph‖M ≤
1

β

(
1 +

‖a‖

γ

)
‖f‖X′ +

‖a‖

β2

(
1 +

‖a‖

γ

)
‖g‖M ′ . (3.6)

La continuité des formes bilinéairesa(·, ·) et b(·, ·) ainsi que la coercivité dea(·, ·) sont

garanties par le choix de l’approximation conforme de la méthode d’éléments finis ; restera

à vérifier pour un couple d’espaces d’éléments finisXh × Mh choisi, que la condition

inf-sup discrète (3.3) soit vérifiée, la constanteβ > 0 devant être indépendante du pas de

maillageh. Cette dernière condition appelée aussi condition de Ladyzhenskaya-Babuska-

Brezzi (appellation due à sa présence dans la théorie des méthodes d’éléments finis mixtes

développée par Brezzi et Babuska) peut s’écrire d’une manière équivalente sous la forme :

Étant donnéqh ∈Mh, il existevh ∈ Xh non nul, tel que :

b(vh, qh) ≥ β‖vh‖X‖qh‖M . (3.7)

3.2 Paires d’éléments finis stables pour le système de Stokes

On donnera ci-après une liste non-exhaustive des espaces d’éléments finis pour la vi-

tesse et la pression, définis pour un maillage régulierT h de Ω en triangles ou rectangles

(tétraèdres et cubes en dimension 3), qui ont été rigoureusement démontrés stables, i.e. qui

vérifient la condition inf-sup discrète (3.3). Pour une esquisse des différentes techniques de

démonstration (méthode de Fortin, méthode de Boland-Nicolaides, méthode de Stenberg)

utilisées pour prouver la condition (3.3), on renverra le lecteur au chapitre 2, §4 de l’ouvrage

de Gunzburger [31].
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3.2.1 Schémas à pression discontinue

P1(h/2) − P0(h)

Les espaces d’approximations de la vitesse et de la pressionpar une MEF sont définis par :

Xh = {vh ∈
(
C0(Ω)

)n
; vh|K ∈ P1(K),K ∈ T h/2} ∩

(
H1

0 (Ω)
)n
, (3.8)

Mh = {qh ∈ L2(Ω); vh|K ∈ P0(K),K ∈ T h et
∫

Ω
qhdx = 0}, (3.9)

où T h/2 est un maillage raffiné deT h, obtenu en subdivisant chaque triangle ou chaque

carré en quatre en joignant les points milieux des cotés.

Sous l’hypothèse de régularité de la solution(u, p) ∈
(
H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)
)n

×

Degrés de liberté des vitesses. Degrés de liberté de la pression.

FIGURE 3.1 – Schématisation des degrés de liberté de l’élémentP1(h/2)−P0(h) à pression

discontinue.

(
H1(Ω) ∩ L2

0(Ω)
)

on a pour ces espaces d’approximation les estimations d’erreurs uni-

formes enh suivantes :

‖u − uh‖0,Ω = o(h2), ‖u − uh‖1,Ω = o(h), ‖p − ph‖0,Ω = o(h), (3.10)

P+
l − Pl−1 : Crouzeix-Raviart conforme

PourΩ un ouvert borné polygonal et pourl ≥ 2, les espaces d’approximations vitesse et

pression sont donnés par :

Xh = {vh ∈
(
C0(Ω)

)n
; vh|K ∈ Pl(K) ⊕ Bl(K),K ∈ T h} ∩

(
H1

0 (Ω)
)n
,(3.11)

Mh = {qh ∈ L2(Ω); qh|K ∈ Pl−1(K),K ∈ T h et
∫

Ω
qhdx = 0}, (3.12)

où l’espace des fonctions bullesBl(K) est défini par :

Bl(K) = {vh ∈ Pl+1(K); vh = λ1λ2λ3uh avecuh ∈ Pl−1(K)}. (3.13)
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Degrés de liberté des vitesses. Degrés de liberté de la pression.

FIGURE 3.2 – Schématisation des degrés de liberté de l’élémentP+
2 −P1 à pression discon-

tinue.

avec λi(x), i = 1, 2, 3 représentant les coordonnées barycentriques du pointx ∈ K

par rapport aux sommets deK. Sous l’hypothèse de régularité de la solution(u, p) ∈
(
H l(Ω) ∩H1

0 (Ω)
)n

×
(
H l−1(Ω) ∩ L2

0(Ω)
)

on a alors les estimations d’erreurs suivantes :

‖u − uh‖1,Ω + ‖p − ph‖1,Ω = o(hl). (3.14)

De plus siΩ est convexe on a :

‖u − uh‖0,Ω = o(hl+1), (3.15)

Pl − Pl−1 : Eléments de Scott-Vogelius

Dans l’élément de Scott-Vogelius pour le problème de Stokes, les espaces d’approximation

sont définis pourl ≥ 4 de la manière suivante :

Xh = {vh ∈
(
C0(Ω)

)n
; vh|K ∈ Pl(K),K ∈ T h} ∩

(
H1

0 (Ω)
)n
, (3.16)

Mh = {qh ∈ L2(Ω); qh|K ∈ Pl−1(K),K ∈ T h et
∫

Ω
qhdx = 0}. (3.17)

(3.18)

Le schéma de Scott-Vogelius reste très sensible à des particularités du maillage. En effet, il a

été démontré dans [31], comme nous allons le voir plus loin, que ce schéma d’éléments finis

était instable pour des maillages comportant des "points singuliers" (i.e. des points supportés

par des arêtes formant des demi-diagonales d’un parallélogramme, comme indiqué dans

figure 3.2.1). Sous la condition d’absence de ces points singuliers dans la maillage cette

paire d’éléments finis est démontrée stable avec les estimations d’erreurs suivantes :

‖u − uh‖0,Ω = o(hl+1), ‖u − uh‖1,Ω = o(hl), ‖p − ph‖0,Ω = o(hl), (3.19)
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sous l’hypothèses de régularité(u, p) ∈
(
H l+1(Ω) ∩H1

0 (Ω)
)n

×
(
H l(Ω) ∩ L2

0(Ω)
)
.

Cependant, commel ≥ 4, cette dernière condition n’est pas susceptible de se produire dans

la pratique.

Degrés de liberté des vitesses. Degrés de liberté de la pression.

FIGURE 3.3 – Schématisation des degrés de liberté de l’élément de Scott-VogeliusP4 −P3.

Eléments de Crouzeix-Raviart non-conformes

En notant par[vh] le saut de la fonctionvh entre les éléments du maillage, les espaces

d’approximations des vitesses et de la pression sont données par :

Xh = {vh ∈
(
L2(Ω)

)n
; vh|K ∈ P1(K),K ∈ T h avec

∫

F
[vh]dσ = 0} ∩

(
H1

0 (Ω)
)n
,(3.20)

Mh = {qh ∈ L2(Ω); qh|K ∈ P0(K),K ∈ T h et
∫

Ω
qhdx = 0}. (3.21)

Ce qui équivaut à dire que chaque élément de l’espaceXh est continu au point milieu de

chaque arête (n = 2) ou au barycentre de chaque face (n = 3) des éléments deT h.

Remarque 3.2.1. On notera le fait que les éléments deXh de Crouzeix-Raviart non-

conformes n’appartiennent pas à l’espaceHs(Ω), s ≥ 1/2 (et donc on ne peut pas appli-

quer le théorème de trace usuel mais sont néanmoins localement conservatifs). Cependant,

Point

singulier

FIGURE 3.4 – Jonctions d’arêtes formant les demi-diagonales d’un parallélogramme.
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Degrés de liberté des vitesses. Degrés de liberté de la pression.

FIGURE 3.5 – Schématisation des degrés de liberté de l’élément de Crouzeix-Raviart non-

conforme.

dans [6] un résultat de trace plus faible est démontré en utilisant des arguments de dualité,

aussi une majoration d’erreur en est déduite.

3.2.2 Schémas à pression continue

P1(h/2) − P1(h) Les espaces d’approximation pour ce schéma d’éléments finissont

donnés par :

Xh = {vh ∈
(
C0(Ω̄)

)n
; vh|K ∈ P1(K),K ∈ T h/2} ∩

(
H1

0 (Ω)
)n
, (3.22)

Mh = {qh ∈ C0(Ω̄); qh|K ∈ P1(K),K ∈ T h et
∫

Ω
qhdx = 0}, (3.23)

Sous l’hypothèse de régularité de la solution(u, p) ∈
(
H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)
)n

×
(
H1(Ω) ∩ L2

0(Ω)
)

on a les estimations d’erreurs uniformément enh suivantes :

‖u − uh‖0,Ω = o(h2), ‖u − uh‖1,Ω = o(h), ‖p − ph‖0,Ω = o(h), (3.24)

P2 − P1 : Element de Taylor-HoodC’est le schéma appliqué au système de Stokes qui

a le plus de popularité dans la pratique. On verra plus loin que numériquement c’est l’un

des schémas d’éléments finis qui marche le mieux pour les équations de Stokes. Les espaces

d’approximation de la vitesse et de la pression relatifs sont définis par :

Xh = {vh ∈
(
C0(Ω̄)

)n
; vh|K ∈ P2(K),K ∈ T h/2} ∩

(
H1

0 (Ω)
)n
, (3.25)

Mh = {qh ∈ C0(Ω̄); qh|K ∈ P1(K),K ∈ T h et
∫

Ω
qhdx = 0}, (3.26)
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Degrés de liberté des vitesses. Degrés de liberté de la pression.

FIGURE 3.6 – Schématisation des degrés de liberté de l’élémentP1(h/2)−P1(h) à pression

continue.

Sous l’hypothèse de régularité de la solution(u, p) ∈
(
Hm(Ω) ∩H1

0 (Ω)
)n

×
(
Hm−1(Ω) ∩ L2

0(Ω)
)

avecm = 2, 3 on a les estimations d’erreurs relatives suivantes :

‖u − uh‖0,Ω = o(hm), ‖u − uh‖1,Ω = o(hm−1), ‖p − ph‖0,Ω = o(hm−1), (3.27)

Degrés de liberté des vitesses. Degrés de liberté de la pression.

FIGURE 3.7 – Schématisation des degrés de liberté de l’élément de Taylor-Hood.

Remarque 3.2.2.On notera que :

• Le schéma d’éléments finis de Taylor-Hood comparé au schéma linéaireP1(h/2) −

P1(h) donne une meilleure précision pour un coût de calcul similaire.

• D’autres variantes de l’élément de Taylor-Hood sont possibles pour des approxima-

tions d’ordre plus élevé, par exemples :Pl − Pl−1 etQl − Ql−1, avecl ≥ 2.

P+
1 − P1 : Le mini-élément

Xh = {vh ∈
(
C0(Ω̄)

)n
; vh|K ∈ P1(K) ⊕ B1(K),K ∈ T h} ∩

(
H1

0 (Ω)
)n
,(3.28)

Mh = {qh ∈ C0(Ω̄); qh|K ∈ P1(K),K ∈ T h et
∫

Ω
qhdx = 0}, (3.29)

43



Cette paire d’élément est stable et si(u, p) ∈
(
H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)
)n

×
(
H1(Ω) ∩ L2

0(Ω)
)

alors :‖u − uh‖0,Ω + ‖p− ph‖0,Ω = o(h) et siΩ est convexe‖u − uh‖0,Ω = o(h2).

Degrés de liberté des vitesses. Degrés de liberté de la pression.

FIGURE 3.8 – Schématisation des degrés de liberté du mini-élément.

Remarque 3.2.3.Dans la pratique, dans tous les schémas d’éléments finis décrits plus

haut, la contrainte de moyenne nulle de la pression est ignorée dans un premier temps

quand on effectue les calculs de la pression discrète ; on la pose à posteriori en soustrayant

à la pression calculée sa moyenne.

3.3 Comportement numérique des MEF pour le système de

Stokes

Dans ce paragraphe on va dresser un comparatif entre 4 des schémas d’éléments finis

pour le système de Stokes vus précédemment. Deux d’entre euxavec une approximation

continue de la pression : Schéma de Taylor-hood d’ordre 2 pour la vitesseP2 − P1 et

celui du mini-élémentP+
1 − P1 ; et les deux autres avec une approximation discontinue

de la pression : Schéma de Scott-Vogelius d’ordre 4 pour la vitesseP4 − P3 et celui de

Crouzeix-Raviart conforme d’ordre 2 pour la vitesseP+
2 − P1. Les codes de calculs ont été

réalisé en utilisant le logiciel GetFem++ (une bibliothèque C++ d’éléments finis interfacée

scilab-python-matlab) développé par Y. Renard & J. Pommier[53] à l’INSA de Toulouse.

Afin de pouvoir comparer l’efficacité de ces différents schémas d’approximation

par éléments finis du problème de Stokes, vu qu’elles sont d’ordre d’approximation

polynômiale différent, on considérera pour chacun d’eux unmaillage différent avec comme

motivation principale de garantir approximativement un nombre total de degrés de liberté

44



MEF Nbre de

triangles

Nbre de dll

de la vitesse

Nbre de dll de

la pression

Nbre total

de dll

Taylor-Hood(P2 − P1) 1372 5650 727 6377

Scott-Vogelius(P4 − P3) 244 4050 2440 6490

Crouzeix-Raviart(P+
2 − P1) 702 4334 2106 6440

Mini-élément(P+
1 − P1) 1784 5446 939 6385

TABLE 3.1 – Différents choix de maillages utilisés pour chaque MEF.

(ddl) identique pour les 4 méthodes (dans nos tests on l’a choisi égal approximativement à

6400 ddl). Le tableau (3.1), résume les choix que nous avons adoptés dans nos tests pour

les quatre méthodes d’éléments finis considérées. Aussi, par souci de rigueur, on testera ces

méthodes sur trois cas-tests relatifs au problème de Stokesen dimension 2, tous définis sur

le carré unitéΩ =]0, 1[×]0, 1[.

Cas-test de Bercovier-Engelman

Le premier test considéré est celui de Bercovier-Engelman [5], dont la solution analytique

est donnée par : 



u(x, y) = [w(x, y),−w(y, x)]t ,

w(x, y) = x2(x− 1)2y(y − 1)(2y − 1),

p(x, y) = (x− 1/2)(y − 1/2).

où le champ de la vitesse et les lignes isobares de la pressionsont tracés dans la Figure 3.9,

est polynômiale d’ordre 7 et 2 pour la vitesse et la pression respectivement.

Le tableau 3.2 dresse un comparatif des différentes erreursrelatives obtenues, en norme

H1(Ω) pour la vitesse et en normeL2(Ω) pour la pression, en utilisant les méthodes d’élé-

ments finis mixtes de type Taylor-Hood, Scott-Vogelius, Crouzeix-Raviart conforme et le

mini-élément. Il est clair que les schémas de Taylor-Hood etScott-Vogelius sont de loin les

plus performants. Les tracés des lignes isobares de la pression obtenue représentés dans la

Figure 3.10 montrent que même si les méthodes de Crouzeix-Raviart et du mini-élément
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FIGURE 3.9 – Solution exacte du cas-test de Bercovier-Engelman.

Err Relu Err Relp

Taylor-Hood 5.50 × 10−4 2.73 × 10−2

Scott-Vogelius 8.90 × 10−5 2.38 × 10−2

Crouzeix-Raviart 7.55 × 10−3 7.90 × 10−2

Mini-element 8.28 × 10−2 2.69

TABLE 3.2 – Erreurs relatives pour le cast-test de Bercovier-Engelman.

sont stables, les résultats obtenus sont loins d’être satisfaisants.

Deuxième exemple test

Dans ce deuxième exemple test, on a choisi une solution analytique sous la forme trigono-

métrique pour la vitesse et sous une forme polynômiale d’ordre 2 pour la pression définie

par : 



u(x, y) = [w(x, y),−w(y, x)]t ,

w(x, y) = sin3(πx) sin2(πy)cos(πy),

p(x, y) = x2 − y2,

dont la représentation graphique du champ de la vitesse et des lignes isobares de la pression

est donnée dans la Figure 3.11.

Les erreurs relatives résultantes données dans le tableau 3.3 montrent toujours la supériorité

des approximations de Taylor-Hood et de Scott-Vogelius en terme de précision de la solution

obtenue, même si on remarque que dans ce cas-test les solutions obtenues par les schémas
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FIGURE 3.10 – Tracés des lignes isobares de la pression du système deStokes obtenue par

les quatre MEF pour le cas-test de Bercovier-Engelman.

de Crouzeix-Raviart et du mini-élément sont plus représentatives de la solution exacte que

celles du cast-test de Bercovier-Engelman. La Figure 3.12 des tracés des pressions obtenues

confirme le bon comportement des 4 schémas d’éléments finis pour ce cas-test.

Troisième cas-test

Dans ce dernier test, on considérera un problème quasi-Stokes défini par :




−ν ∆u + u + ∇p = f surΩ,

∇.u = 0 surΩ,

u = 0 sur∂Ω,
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FIGURE 3.11 – Solution exacte du second cas-test.

Err Relu Err Relp

Taylor-Hood 9.65 × 10−4 1.08 × 10−3

Scott-Vogelius 3.35 × 10−4 3.90 × 10−2

Crouzeix-Raviart 1.25 × 10−2 5.29 × 10−2

Mini-élément 9.36 × 10−2 4, 44 × 10−2

TABLE 3.3 – Erreurs relatives pour le deuxième cas-test.

dont la solution analytique, donnée sous une forme trigonométrique aussi bien pour la vi-

tesse que pour la pression est définie par :





u(x, y) = [w(x, y),−w(y, x)]t ,

w(x, y) = − cos(2πx) sin(2πy) + sin(2πy),

p(x, y) = 2π(cos(2πy) − cos(2πx)),

et dont le tracé est donné dans la figure 3.13. Les erreurs relatives résultantes, données

dans le tableau 3.4, montrent que les 4 schémas d’éléments finis choisis marchent bien

sur ce cas-test avec toujours une meilleure précision pour les schémas de Taylor-Hood et

de Scott-Vogelius. Les tracés des lignes isobares de la pression obtenue dans la Figure

3.14 illustrent parfaitement l’efficacité des 4 méthodes d’éléments finis pour approcher les

solutions exactes du système de Stokes dans ce cas-test.
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FIGURE 3.12 – Tracés des lignes isobares de la pression du système deStokes obtenue par

les quatre MEF pour le deuxième cas-test.

3.4 Conclusion

Il apparaît des différents tests numériques réalisés que les schémas d’approximation à

pression continue de Taylor-Hood et celui à pression discontinue de Scott-Vogelius sont

nettement plus performants indépendamment des exemples deproblèmes de Stokes traités

surtout si la solution recherchée est de degré élevé (comme vu par exemple dans le cas-test

de Bercovier-Engelman).

Néanmoins, la stabilité du schéma de Scott-Vogelius reste dépendante de l’absence de points

singuliers dans le maillage comme mentionné dans [31]. En effet, durant les différents tests

numériques réalisés on a constaté pour une approximation par une MEF de type Scott-

VogeliusP4 − P3 appliquée sur un maillage comportantun seul point singulier comme le
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FIGURE 3.13 – Solution exacte du troisième cas-test.

Err Relu Err Relp

Taylor-Hood 8.05 × 10−4 4.88 × 10−3

Scott-Vogelius 8.84 × 10−5 3.26 × 10−4

Crouzeix-Raviart 7.30 × 10−3 1.56 × 10−2

Mini-element 7.25 × 10−2 2.07 × 10−2

TABLE 3.4 – Erreurs relatives pour le troisième cas-test.

montre la figure 3.15, que la matrice de rigidité résultante présentait un nombre de condi-

tionnementκ = 8.05 × 10+21 et que par suite le système était hautement instable.

Cette étude numérique montre l’intérêt de développer des méthodes de décomposition

de domaines pour le système de Stokes discret résultant d’une approximation par une mé-

thode d’éléments finis de type Taylor-Hood. A notre connaissance, dans la littérature exis-

tante relative aux MDD appliquées au système de Stokes, uniquement le cas d’une approxi-

mation discontinue de la pression a été considéré [66, 40, 33, 34, 49, 50, 42, 14, 15, 48,

20, 39, 1] ou bien, lorsqu’une approximation continue de la pression est considérée [12],

celle-ci est supposée discontinue au niveau des interfacesdes sous-domaines. Ceci constitue

à notre avis une motivation et une contribution intéressante pour l’étude développée dans

cette thèse.
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FIGURE 3.14 – Tracés des lignes isobares de la pression du système quasi-Stokes obtenue

par les quatre MEF pour le troisième cas-test.

51



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Point singulier

     unique

FIGURE 3.15 – Exemple de maillage générant une instabilité pour le schéma de Scott-

Vogelius.
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Chapitre 4

Méthodes de décomposition de

domaine sans recouvrement pour un

problème elliptique standard

Dans cette partie, on donnera un aperçu des différentes techniques des méthodes de

décomposition de domaine (MDD) sans recouvrement existantes.

Pour ce faire on considérera tout au long de ce chapitre le problème elliptique suivant :





Trouveru solution de

−∆u + u = f, surΩ,

u = 0, sur∂Ω.

(4.1)

La formulation variationnelle du problème précédant s’écrit :




Trouveru ∈ XΩ tel que :

aΩ(u, v) = (f, v)L2(Ω),∀v ∈ XΩ

(4.2)

avec :

aΩ(u, v) =

∫

Ω
∇u · ∇vdx+

∫

Ω
uvdx, (4.3)

et oùXΩ représente l’espace
(
H1

0 (Ω)
)n

ou un sous-espace d’approximation par éléments

finis de
(
H1

0 (Ω)
)n

.
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4.1 Introduction aux MDD sans recouvrement

Les méthodes de décomposition de domaine ont pour but de réduire la résolution glo-

bale d’un système résultant d’une approximation d’un problème elliptique à la résolution

en parallèle de systèmes linéaires définis sur des sous-domaines couplés à système de

petite taille. Ces méthodes se présentent comme une combinaison de deux techniques de

calcul. D’une part un algorithme itératif est utilisé pour résoudre le problème condensé

aux interfaces entre les sous-domaines et qui nécessite de nombreuses communications

entre les processeurs et d’autre part, à chaque itération, des systèmes linéaires propres aux

sous-domaines sont résolus par une méthode directe indépendamment les uns des autres.

Ω1

Ω2

Ω3

Γ12

Γ23

Γ13 Ω1

Ω2

Ω
3Γ

FIGURE 4.1 – Décomposition du domaine géométriqueΩ en trois sous-domaines.

Considérons une partition du domaine géométriqueΩ en plusieurs sous-domaines

Ωi, i = 1, · · · , Ns, voir Figure 4.1, oùNs représente le nombre de sous-domaines avec

pour interface communeΓ :

Ω =

Ns⋃

i=1

Ωi,

Ns⋂

i=1

0
Ωi = ∅ et

Ns⋂

i=1

Ωi = Γ. (4.4)

On notera parΓij = Ωi ∩ Ωj (1 ≤ i < j ≤ Ns) l’interface de mesure non-nulle entre deux

sous-domaines quand elle existe et par :

Γi =
∑

j∈Λi

Γij , (4.5)

l’ensemble des interfaces du sous-domaine, où la notationj ∈ Λi réfère à un sous-domaine

Ωj partageant une interfaceΓij avecΩi (voir, par exemple, Figure 4.1).

La résolution du problème (4.1) se ramènera alors à celle desproblèmes locaux posés sur
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chaque sous-domaine suivants :





Trouverui tel que :

−∆ui + ui = fi, surΩi,

ui = 0, sur∂Ωi ∩ ∂Ω.

(4.6)

auxquels on adjoint les relations de continuité des déplacements et d’équilibre des efforts le

long de l’interface de décomposition, c’est-à-dire :

ui = uj, surΓij (1 ≤ i ≤ Ns, j ∈ Λi), (4.7)

Ns∑

i=1

∑

j∈Λi

∂ui

∂nij
= 0, surΓ = ∪Ns

i=1Γi, (4.8)

où : nij représente la normale sortante définie sur l’interfaceΓij dirigée vers l’extérieur du

sous-domaineΩi.

Grace à ces deux conditions le champ de déplacementui est la restriction àΩi de la

solution du problème (4.1) posé surΩ.

A partir de cette formulation du problème, on peut introduire les méthodes de décom-

position de domaine, qui vont s’appuyer sur l’une ou l’autredes relations de raccords (4.7)

(4.8) et aboutir ainsi aux méthodes de complément de Schur primale ou duale respecti-

vement. Elles peuvent s’appuyer également sur une contribution des deux conditions de

raccords (4.7) (4.8) pour aboutir à des méthodes de type lagrangien augmenté dites aussi

méthodes mixtes.

L’idée des méthodes de décomposition de domaine est de réduire la résolution à un pro-

blème posé sur l’interface dont la résolution se fera par uneméthode itérative de type Krylov

où à chaque itération, on aura à résoudre d’une manière indépendante et par des méthodes

directes des problèmes posés sur les sous-domaines.

4.2 Méthode de complément de Schur primale

4.2.1 Interprétation au niveau continu

L’approche primale de la méthode de complément de Schur (voir, par exemple, [44,

62, 63, 64]) consiste à introduire la condition de continuité en déplacement sur l’interface

Γ =
⋃

i,j Γij dans la formulation variationelle des problèmes locaux (4.6). Ceci consiste
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à introduire un déplacementµ donné, mais à priori inconnu, au niveau de l’interface et à

résoudre les problèmes locaux suivants :




Trouverui tel que :

−∆ui + ui = fi, surΩi,

ui = 0, sur∂Ωi ∩ ∂Ω,

ui = R(i)µ, surΓi,

(4.9)

où :R(i)µ définit la restriction deµ surΓi l’ensemble des interfaces du sous-domaineΩi.

On associera à ces problème locaux, la condition d’équilibre des efforts (4.8) au niveau de

l’interfaceΓ.

Pour déterminer le problème dont doit être solution le champde déplacement d’interfaceµ

on introduit la décomposition suivante :ui = ûi + ũi où :

1. ûi est solution du problème de type Dirichlet (condition homogène surΓi) suivant :




Trouverûi tel que :

−∆ûi + ûi = fi, surΩi,

ûi = 0, sur∂Ωi,

(4.10)

2. ũi est solution du problème de type Dirichlet (R(i)µ surΓi), sans forces extérieures,

suivant : 



Trouverũi solution de

−∇ · ∇ũi + ũi = 0, surΩi,

ũi = 0, sur∂Ωi ∪ ∂Ω,

ũi = R(i)µ, surΓi.

(4.11)

On remarque que les problèmes locaux (4.10) peuvent être résolus d’une façon totalement

indépendante.

En définissant par la suite les opérateurs de Steklov-Poincaré S(i) relatif aux problèmes

(4.11), qui associent aux restrictions du champ de déplacementR(i)µ sur l’interfaceΓi les

vecteurs contrainte de ces derniers :

S(i) : H1/2(Γi) → H−1/2(Γi),

R(i)µ 7→ S(i)R(i)µ =
∑

j∈Λi

∂ũi
∂nij

,
(4.12)

on peut exprimer la condition d’équilibre des efforts (4.8)de la façon suivante :

Ns∑

i=1


∑

j∈Λi

∂ûi

∂nij
+ S(i)R(i)µ


 = 0, surΓ. (4.13)
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Cette dernière équation consiste alors à résoudre un problème posé sur l’interfaceΓ dont

l’inconnue est le champ de déplacementµ défini par :




Trouverµ solution de
∑Ns

i=1R
(i)T

S(i)R(i)µ = −
∑Ns

i=1

∑
j∈Λi

∂ûi
∂nij

, surΓ,
(4.14)

où le second membre est, rappelons-le, obtenu à partir de la solution des problèmes locaux

(4.10) et donc connu puisque indépendant du champµ recherché.

4.2.2 Interprétation matricielle

Afin de donner une interprétation discrète de la méthode de complément de Schur pri-

male, considérons une approximation par une méthode d’éléments finis et écrivons le pro-

blème (4.6) sous sa forme matricielle :

A(i)ui = fi. (4.15)

La matrice de rigiditéA(i) peut se décomposer sous forme de blocs pour distinguer les de-

grés de libertés internes (indicésI) et ceux appartenant à l’interface entre les sous-domaines

(indicésΓ). En partitionnant de la même manière le vecteur déplacement et celui des efforts,

on obtient alors :

A(i) =


 A

(i)
II A

(i)
IΓ

A
(i)
ΓI A

(i)
ΓΓ


 , ui =


 u(i)

I

u(i)
Γ


 , fi =


 f(i)I

f(i)Γ

.


 . (4.16)

Par condensation (élimination de Gauss) des degrés de libertés internes, on se ramène à

la résolution d’un problème ayant pour inconnues les degrésde libertés d’interface, lequel

s’écrit alors sous la forme :

(
A

(i)
ΓΓ −A

(i)
ΓIA

(i)−1

II A
(i)
IΓ

)
u(i)

Γ =
(

f(i)Γ −A
(i)
ΓIA

(i)−1

II f(i)I

)
. (4.17)

Dans cette expression apparaît le complément de Schur associé au sous-domaineΩi, qui

n’est autre que la discrétisation de l’opérateur de Steklov-Poincaré (4.12), défini ci-dessous :

S(i) = A
(i)
ΓΓ −A

(i)
ΓIA

(i)−1

II A
(i)
IΓ. (4.18)

En introduisant la matriceR(i), qui est la discrétisation de l’opérateur de restriction, sur le

sous-domaineΩi, du champ de déplacement sur l’interfaceΓ, noté comme précédemment

µ, de sorte que :

u(i)
Γ = R(i)µ, (4.19)
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on a alors à partir de (4.17) :

S(i)R(i)µ =
(

f(i)Γ −A
(i)
ΓIA

(i)−1

II f(i)I

)
. (4.20)

En sommant les contributions de chaque sous-domaine, on obtient finalement le problème

condensé à l’interface :




Trouverµ tel que :

S µ =
∑Ns

i=1

(
f(i)Γ −A

(i)
ΓIA

(i)−1

II f(i)I

)
,

(4.21)

où la matriceS =
∑Ns

i=1R
(i)T

S(i)R(i) est symétrique définie positive, sous réserve que le

problème global (4.1) soit bien posé.

4.3 Méthode de complément de Schur duale

4.3.1 Interprétation au niveau continu

Dans cette approche, plus communément appelée méthode FETI, c’est la condition

d’équilibre des efforts entre sous-domaines qui est introduite dans la formulation varia-

tionnelle des problèmes locaux (4.6), via un multiplicateur de Lagrange, notéλ, auxquels

on associera la condition de continuité des déplacements (voir, par exemple, [21,?, 46, 36]).

Pour ce faire, on définit un multiplicateur d’interface (effort global)λ surΓ, à priori inconnu

et on résout les problèmes locaux suivants :





Trouverui tels que :

−∆ui + ui = fi, surΩi,

ui = 0, sur∂Ωi ∩ ∂Ω,

∂ui
∂n = B(i)λ, surΓi,

(4.22)

où n est le vecteur normal défini surΓi et où les opérateursB(i) définissent la restriction à

Γi deλ. Ces opérateurs sont également signés tels que :

sgn(B(i)λ|Γij ) = − sgn(B(j)λ|Γij ), (1 ≤ i ≤ Ns, j ∈ Λi). (4.23)

Pour que les solutionsui de ces problèmes locaux soient la restriction de la solutionu du

problème global (4.1), on associe à (4.22) la condition de continuité des déplacement :

Ns∑

i=1

B(i)ui = 0, surΓ. (4.24)
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Comme précédemment, en vue de l’écriture du problème condensé à l’interfaceΓ, on dé-

compose la solutionui, sous la formeui = ûi + ũi où :

1. ûi est solution du problème de type Neumann (condition homogène surΓi) à forces

extérieures imposées :




Trouverûi solution de

−∇ · ∇ûi + ûi = fi, surΩi,

ûi = 0, sur∂Ωi ∩ ∂Ω,

∂ûi

∂n
= 0, surΓi.

(4.25)

2. ũi est solution du problème de type Neumann (Biλ imposée surΓi), sans forces

extérieures, suivant :




Trouverũi solution de

−∇ · ∇ũi + ũi = 0, surΩi,

ũi = 0, sur∂Ωi ∩ ∂Ω,
∂ũi

∂n
= B(i)λ, surΓi.

(4.26)

On introduit les opérateurs linéaires
(
S(i)

)−1
, opérateurs inverses de l’opérateur de

Steklov-Poincaré, relatifs aux sous-domainesΩi, qui associent aux vecteurs contraintes des

problèmes locaux (4.26) la trace du déplacement sur l’interfaceΓi :

(
S(i)

)−1
: H−1/2(Γi) → H1/2(Γi),

B(i)λ 7→
(
S(i)

)−1 (
Biλ

)
= ũi|Γi .

(4.27)

Alors, l’équation de continuité des déplacements (4.24) sur l’interface Γ, s’écrira comme

un problème posé sur l’interface, avec comme inconnueλ :




Trouverλ tel que :
∑Ns

i=1B
(i)T (

S(i)
)−1

B(i)λ = −
∑Ns

i=1 ûi|Γi .
(4.28)

On notera que le second membre de l’équation est obtenu à partir des problèmes locaux

(4.25) et donc connu puisque il est indépendant du multiplicateurλ recherché.

Remarque 4.3.1.Dans l’approche duale, on risque d’avoir des sous-problèmes locaux

(4.22)mal définis dans le cas d’une partition du domaineΩ comportant des sous-domaines

dits "flottants" (i.e. des sous-domaines où∂Ωi∩∂Ω = ∅). On aura alors des sous-problèmes

avec aucune condition de Dirichlet sur le bord pour fixer les modes rigides.
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4.3.2 Interprétation matricielle

La discrétisation de problèmes locaux (4.22) s’écrira de lafaçon suivante :

A(i)ui = fi −B(i)λ, (4.29)

où ici les matricesB(i) sont des matrices booléennes de composantes1,−1, 0 qui repré-

sentent la discrétisation des opérateurs de restrictions apparaissant dans (4.22). Ici, à la

différence de la méthode primale, il n’est pas nécessaire dedistinguer les degrés de liber-

tés internes et ceux de l’interface au sein de la matrice de raideur. En ajoutant la condi-

tion de continuité des déplacements (4.24) aux différenteséquations d’équilibre des sous-

structures, le système global obtenu s’écrit :




A(1) 0 · · · 0 B(1)

0 A(2) · · · 0 B(2)

...
...

...
...

0 0 · · · A(Ns) B(Ns)

B(1)T
B(2)T

· · · B(Ns)T
0







u1

u2

...

uNs

λ




=




f1

f2
...

fNs

0




, (4.30)

En supposant les matrices de rigidité locales inversibles,le problème d’interface (4.28)

s’écrit : 



Trouverλ solution de

Dλ =
∑Ns

i=1B
(i)T

A(i)−1

fi,
(4.31)

où la matriceD =
∑Ns

i=1B
(i)T

A(i)−1

B(i).

4.3.3 Présence de sous-domaines flottants

En pratique, dans l’approche duale, le procédé de partitionnement produit très souvent

des sous-domaines ”flottants", c’est-à-dire des sous-domaines qui n’ont pas de déplace-

ments prescrits sur le bords pour éliminer les mouvements decorps rigide du sous-domaine

(voir, par exemple, Figure 4.2). Dans le cas de sous-domaineflottant, la matrice localeA(i)

est singulière. Le but de ce paragraphe est d’introduire la notion d’"inverse généralisé" afin

de donner une écriture matricielle générale du problème d’interface (4.31) qui prenne en

compte la présence des sous-domaines flottants.
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Sous-domaines flottants

FIGURE 4.2 – Décomposition deΩ comportant 3 sous-domaines flottants.

Considérons une matriceA, non-définie positive, et qui peut être décomposée de la

manière suivante :

A =


 A11A12

A21A22


 (4.32)

où le blocA11 est défini positif et sa dimension égale au rang de la matriceA. Le complé-

ment de SchurA22 −A21A
−1
11 A21 étant alors forcément égal à zéro, on peut écrire :


 A11A12

A21A22




 −A−1

11 A12

I


 =


 0

A22 −A21A
−1
11 A21


 =


 0

0


 . (4.33)

On peut déduire que les colonnes de la matriceN qui sont définies comme :

N =


 −A−1

11 A12

I


 , (4.34)

forment une base du noyau de la matriceA. Maintenant, si on considère le système d’équa-

tions non-défini : 
 A11 A12

A21 A22




 x1

x2


 =


 b1

b2


 , (4.35)

on a alors : 



x1 = A−1
11 b1 −A−1

11 A12x2,
(
A22 −A21A

−1
11 A21

)
x2 = b2 −A21A

−1
11 b1 = 0.

(4.36)

Ainsi, le problème admet au moins une solution si, et seulement si, le second membreb

satisfait à la condition de compatibilité suivante :

 −A−1

11 A12

I




 b1

b2


 = b2 −A21A

−1
11 b1 = 0. (4.37)
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Dans ce cas, il existe un nombre infini de solutions de la forme:

 x1

x2


 =


 A−1

11 0

0 0




 b1

b2


+


 −A−1

11 A12

I


x2. (4.38)

Cette équation montre que les solutions du problème (4.35) sont définies comme une somme

de la solution particulière
[
A−1

11 b1 0
]t

et d’un élément quelconque du noyau. En définis-

sant la matrice inverse généraliséeA+ par :

A+ =


 −A−1

11 0

0 0


 (4.39)

la solution particulière s’écrit :x = A+[b1 b2]
t. La condition d’admissibilité (4.37)

exprime le fait que le second membreb doit être orthogonal au noyau de la matriceA, ce

qui équivaut à dire qu’il appartient à l’espace image deA.

Remarque 4.3.2.En pratique, pour numéroter la matriceA comme dans(4.32)et calculer

la matriceN suivant la définition(4.34), lors de la factorisation de la matriceA, on repère

les pivots nuls. Les colonnes de la matriceA correspondant à ces pivots nuls forment donc

la matrice rectangulaireR = [A12 A22]
t. Si la taille du problème(4.35)est den , et le

nombre de pivots nuls dem , la dimension de matriceN est den×m. A l’aide de la matrice

A+ , on résoutm fois le système(4.35)ayant pour second membre une colonneRj de la

matriceR, j = 1, · · · ,m. Lesm vecteurs solutions forment alors la matrice rectangulaire

n×m : N = [−A−1
11 A12 I]t qui est une base de noyau recherché.

Revenons maintenant aux problèmes locaux (4.22) :

A(i)ui = fi −B(i)λ. (4.40)

En définissant l’inverse généralisé deA(i)+ de la manière suivante :

A(i)+ =





A(i)−1

si le sous-domaineΩi n’est pas flottant,

(4.39) siΩi est un sous-domaine flottant,
(4.41)

et en utilisant (4.38) les solutions de ces problèmes locauxs’écrivent :

ui = A(i)+
(

fi −B(i)λ
)

+N iαi, (4.42)
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où N i est le noyau de la matriceA(i). Pour qu’une telle solution existe, il est nécessaire

que le second membre du problème soit orthogonal au noyau de la matrice de raideur (i.e.

satisfaction de la condition de compatibilité (4.37)), c’est à dire :

N it
(

fi −B(i)λ
)

= 0. (4.43)

A partir de l’équation de continuité du champ de déplacement(4.24) sur l’interface qui

s’écrit :
Ns∑

i=1

B(i)ui = 0, surΓ, (4.44)

et en remplaçantui par l’expression (4.42), le problème d’interface (4.31) peut être formulé

alors comme suit :




Trouverλ solution de :
∑Ns

i=1B
(i)A(i)+B(i)λ−

∑Ns
i=1B

(i)N iαi =
∑Ns

i=1B
(i)A(i)+ fi,

(4.45)

à résoudre sous la contrainte (4.43).

4.4 Méthode de décomposition de domaine mixte

4.4.1 Interprétation au niveau continu

L’idée dans l’approche mixte des méthodes de décompositionde domaine [30, 29], ap-

pelée aussi parfois "two-lagrange multiplier FETI method"[57, 58, 43] ou aussi "Augmen-

ted Lagrangian DDM" [28, 41], consiste à réécrire les conditions d’équilibre et de continuité

aux interfaces à l’aide d’une nouvelle inconnue d’interface localeΦ ∈
∏3

i=1H
−1/2(Γi)

donnée, qui sera définie comme une combinaison linéaire des efforts et des déplacements.

La résolution du problème global (4.1) se ramenera à celle des sous-problèmes locaux :





Trouverui solution de

−∆ui + ui = fi, surΩi,

ui = 0, sur∂Ωi ∩ ∂Ω,
∂ui

∂ni
+ λui = Φi, surΓi,

(4.46)

où :Φi désigne la restriction surΓi deΦ et ni le vecteur normal àΓi dirigé vers l’extérieur

deΩi etλ > 0 un paramètre strictement positif.
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On devra associer à ces problèmes locaux les conditions de continuité des déplacements

(4.7) et d’équilibre des efforts (4.8) afin que les solutionsui représentent les restrictions de

la solution globaleu sur chaque sous-domaineΩi.

Dans la proposition suivante on donnera une nouvelles façon, bien adaptée pour l’écri-

ture du problème condensé à l’interface, d’écrire ces conditions de raccord.

Proposition 4.4.1. Les conditions de raccord(4.7), (4.8) s’écrivent de la manière équiva-

lente suivante :




Φij = −Φji + 2λuj |Γij ,

Φji = −Φij + 2λui|Γij ,
sur toutΓij ∈ Γ, (4.47)

oùΦij désigne la restriction deΦi surΓij etλ un paramètre strictement positif.

Démonstration.En effet sur chaque interfaceΓij on a les équivalences :




ui = uj ,
∂ui

∂nij
+
∂uj

∂nji
= 0,

(∀i = 1, . . . , Ns, ∀j ∈ Λi),

⇔





ui = uj ,

Φij + Φij − λ (ui + uj) = 0,
(∀i = 1, . . . , Ns, ∀j ∈ Λi),

⇔





Φij = −Φji + 2λuj |Γij ,

Φji = −Φij + 2λui|Γij ,
(∀i = 1, . . . , Ns, ∀j ∈ Λi),

Dans le but d’écrire le problème condensé à l’interface, considérons la décomposition

de la solution des problèmes (4.46) suivante :ui = ûi + ũi où :

1. ûi est solution du problème de type Robin (condition homogène sur Γi) à forces

extérieures imposées :





Trouverûi solution de

−∆ûi + ûi = fi, surΩi,

ûi = 0, sur∂Ωi ∪ ∂Ω,

∂ui
∂ni

+ λui = 0, surΓi,

(4.48)
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2. ũi est solution du problème de type Robin (Φi imposée surΓi), sans forces exté-

rieures, suivant :




Trouverũi solution de

−∆ũi + ũi = 0, surΩi,

ũi = 0, sur∂Ωi ∪ ∂Ω,

∂ui
∂ni

+ λui = Φi, surΓi,

(4.49)

et les opérateurs locaux relatifs aux problèmes (4.49) :

(
S(i)

)−1
: H−1/2(Γi) → H1/2(Γi),

Φi 7→
(
S(i)

)−1
(Φi) = ũi|Γi .

(4.50)

Les conditions de raccord (4.47) s’écriront alors :




Φij − 2λ ũji = −Φji + 2λ ûji,

Φji − 2λ ũij = −Φij + 2λ ûij,
sur toutΓij ∈ Γ, (4.51)

Nous obtenons par la suite le problème condensé à l’interface, que doivent satisfaire les

multiplicateursΦ, suivant :




TrouverΦ ∈
∏Ns

i=1

∏
j∈Λi

H−1/2(Γij) solution de
 I I − 2λ

(
S(i)

)−1

I − 2λ
(
S(j)

)−1
I




 Φij

Φji


 =


 2λ ûji

2λ ûij


 ,

(∀i = 1, . . . , Ns, ∀j ∈ Λi).

(4.52)

Le second membre du problème précédent, rappelons-le, est obtenu à partir des problèmes

locaux (4.48) indépendamment du multiplicateurΦ.

4.4.2 Interprétation matricielle

Comme dans l’approche primale , dans le but d’écrire la formulation discrète de la

méthode de décomposition mixte, on distinguera les degrés de libertés internes et ceux ap-

partenant à l’interface. Les sous-problèmes (4.46) s’écriront alors sous la forme matricielle :

 A

(i)
II A

(i)
IΓ

A
(i)T

IΓ

(
A

(i)
ΓΓ + λC

(i)
ΓΓ

)



 u(i)

I

u(i)
Γ


 ,=


 f(i)I

f(i)Γ + C
(i)
ΓΓΦ

.


 , (4.53)

où : les matricesC(i)
ΓΓ sont des matrices masse d’interface associées aux produitsscalaires

L2(Γi).
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Par condensation (élimination de Gauss) des degrés de libertés internes, on a le problème

ayant pour inconnues les degrés de libertés d’interface suivant :

(
S(i) + λC

(i)
ΓΓ

)
u(i)

Γ = C
(i)
ΓΓΦ + F

(i)
Γ , (4.54)

où S(i) est le complément de Schur local associé au sous-domaineΩi défini parS(i) =

A
(i)
ΓΓ −A

(i)T

IΓ A
(i)−1

II A
(i)
IΓ et avecF (i)

Γ = f(i)Γ −A
(i)T

IΓ A
(i)−1

II f(i)I .

Par la suite, en exprimant les déplacements d’interfacesu(i)
Γ à partir des équations d’équi-

libre locales (4.54) et en les substituant dans les conditions de raccord (4.47), on obtient un

système ayant pour inconnue le multiplicateurΦ et défini sur chaque interfaceΓij par :


 I I − 2λR(ij)

(
S(j) + λC

(j)
ΓΓ

)−1

I − 2λR(ij)
(
S(i) + λC

(i)
ΓΓ

)−1
I




 Φij

Φji


 =


 2λR(ij)

(
S(j) + λC

(j)
ΓΓ

)−1
FjΓ

2λR(ij)
(
S(i) + λC

(i)
ΓΓ

)−1
FiΓ




(4.55)

oùR(ij) est l’opérateur de restriction surΓij.

4.5 Problème lié à la présence de point-multiples dans l’ap-

proche duale et mixte

4.5.1 Au niveau continu

Dans la méthode de décomposition duale et mixte, les déplacements sont supposés a

priori discontinus à travers l’interface globaleΓ, à charge pour les conditions de raccords

(4.7) et (4.47) d’assurer cette continuité.

Quand la décomposition de domaineΩ comporte des "point-multiples", i.e. des points par-

tagés par plus de 2 sous-domaines (Figure 4.3), l’écriture de ces conditions de raccords pose

problème. En effet, bien que la trace surΓi = ∪j∈ΛiΓij d’une fonctionvi ∈ H1
0,∂Ωi\Γi

(Ωi)

appartienne àH1/2
00 (Γi), le saut de la trace définie parvij − vji sur chaque interfaceΓij

n’est pas toujours dansH1/2
00 (Γij).

Cela vient du fait que même si le saut est régulier sur chaque interfaceΓij , il peut être

discontinu aux points-multiples. Donc, le saut appartientà un espace moins régulier que

H
1/2
00 (Γij) dont l’espace dual est inclus dansH−1/2(Γij).
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FIGURE 4.3 – Difficulté de raccords au niveau des point-multiples.

Remarque 4.5.1.Dans les MDD primales le problème du raccord au niveau des point-

multiples ne se pose pas. Cependant, lorsqu’un préconditionnement de type Neumann-

Neumann est associé à ces méthodes le problème de raccord au niveau des point-multiples

se pose là aussi comme dans les MDD FETI ou mixtes.

4.5.2 Au niveau discret

La description du raccord des degrés de libertés au niveau des point-multiples donne

lieu, pour l’approche duale et mixte d’une méthode de décomposition de domaine, à des

redondances lors d’une discrétisation par une méthode d’éléments finis. En effet dans le cas

général d’un point-multiple appartenant àm > 2 sous-domaines, on auraC2
m relations de

connectivité, alors que seulement(m− 1) seraient suffisantes et nécessaires (dans la Figure

4.4 il existe3 relations de raccord au niveau du point-multiple, alors que2 sont suffisantes

pour assurer la continuité du déplacement à ce point).

Ω
1

Ω2

Ω
3

u
u

u

3

1

2

FIGURE 4.4 – Redondance au niveau des point-multiples.
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Afin de supprimer ces redondances, il suffit de modifier la table de connectivité, de sorte

qu’un point-multiple soit connecté une seule fois à chaque sous-domaine. Ceci peut être

réalisé en introduisant soit un opérateur d’assemblage dit"non-redondant", soit un opérateur

dit "orthonormal" [24] (voir Figure 4.5 pour une description de ces deux opérateurs). Ceci

induit des complications au niveau de le programmation des méthodes et une perte au niveau

du modèle mathématique. Une approche des méthodes de décomposition de domaine que

Ω
1

Ω2

Ω
3

u
u

u

3

1

2

Ω
1

Ω2

Ω
3

u
u

u

3

1

2

FIGURE 4.5 – Schématisation des opérateurs "non-redondant" et "orthonormal" pour sup-

primer les redondances au niveau des point-multiples.

nous allons présenter dans le paragraphe suivant, dite méthode FETI-DP, introduite par

[23], permet comme nous allons le voir un traitement plus élégant du problème de raccord

au niveau des point-multiples dans les méthodes de décompositions de domaines.

4.6 Méthode FETI-DP

La méthode FETI-DP est à la base une méthode de complément de Schur duale (FETI),

où le raccord fort des déplacements est maintenu au niveau des point-multiples. Au vu de

sa popularité, elle a fait l’objet de nombreuses publications [23, 47, 17, 37, 38].

4.6.1 Interprétation de la formulation discrète

Supposons qu’on ait une partition du domaineΩ comportant des point-multiples. On

notera l’ensemble de ces pointsC. Comme dans la méthode FETI, on supposera les dépla-

cements à priori discontinus sur l’interface globaleΓ, sauf que dans l’approche FETI-DP,

une continuité des déplacements est maintenue au niveau despoints appartenant àC (voir

Figure 4.6). Cela revients à imposer des conditions aux limites ponctuelles, ceci est valable
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uniquement dans le cas discret.

Le raccord sur le reste de l’interface est assuré, comme on l’a vu précédemment, par la

condition de continuité (4.24).

Ω1

Ω2

Ω
3

FIGURE 4.6 – Maintien de la continuité aux niveau des point-multiples.

La méthode FETI-DP, consiste alors à se donner un multiplicateur d’interface (effort

global)λ surΓ, à priori inconnu et un déplacementµ continu aux point-multiples (à priori

inconnu lui aussi) et à résoudre les problèmes locaux suivants :




Trouverui solution de

−∆ui + ui = fi, surΩi,

ui = 0, sur∂Ωi ∩ ∂Ω,
∂ui

∂n
= B(i)λ, surΓi,

ui = B
(i)
c µ, aux pointsC,

(4.56)

où :B(i)
c etB(i) sont des opérateurs de restriction respectivement surC etΓi.

On remarquera que les problèmes (4.56) ne sont pas totalement découplés, dans le sens

ou un raccord primal est maintenu au niveau des point-multiples. A la différence de la

méthode FETI classique ou la solution recherchée appartenait à l’espace de Sobolev "brisé" :

X = {v ∈ L2(Ω); vi = v|Ωi ∈ H1
0,∂Ωi\Γi

(Ωi)}, (4.57)

ici la solution est recherchée dans l’espace :

X = {v ∈ L2(Ω); vi = v|Ωi ∈ H1
0,∂Ωi Γi

(Ωi) tel que :

[v]Γij ∈ H
1/2
00 (Γij), ∀Γij ∈ Γ},

(4.58)
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c’est-à-dire dans l’espace des fonctionsv dont le saut est nul au niveau des point-multiples.

On n’omettra pas d’associer aux problèmes (4.56) la condition de continuité aux interfaces :

Ns∑

i=1

B(i)ui = 0, surΓ, (4.59)

qui assurera que les solutionui sont les restrictions de la solution globale recherchée.

4.6.2 Interprétation au niveau discret

En distinguant les degrés de liberté associés aux point-multiples (indicésc) de ceux

appartenant au sous-domaineΩi (indicésr), la matrice de rigidité, les vecteurs déplacement

et les efforts associés aux problèmes (4.56) s’écrivent :

A(i) =


 A

(i)
rr A

(i)
rc

A
(i)T

rc A
(i)
cc


 , ui =


 u(i)

r

u(i)
c


 , fi =


 f(i)r

f(i)c


 . (4.60)

On partitionnera, aussi les composantesu(i)
r de la sorte :

u(i)
r =


 u(i)

I

u(i)
Γ


 , (4.61)

où l’indice I désigne les degrés de liberté interne au sous-domaineΩi, et l’indiceΓ désigne

le reste des degrés de liberté sur l’interfaceΓi excepté bien sûr ceux associés aux point-

multiples.

En désignant paruc le vecteur contenant tous les degrés de liberté associés auxpoint-

multiples, on définit sur chaque sous-domaineΩi deux matrices booléennesB(i)
r et B(i)

c

(associées aux opérateurs de restriction aux interfacesΓi et aux point-multiples respective-

ment) tels que :

B
(i)
r u(i)

r = ±u(i)
Γ , B

(i)
c uc = u(i)

c (4.62)

Les équations d’équilibre relatives aux problèmes (4.56) s’écrivent alors :

A
(i)
rr u(i)

r +A
(i)
rcB

(i)
c uc = f(i)r −B

(i)T

r λ,
Ns∑

i=1

B(i)T

c A(i)T

rc u(i)
r +

Ns∑

i=1

B(i)T

c A(i)
cc B

(i)
c uc =

Ns∑

i=1

B(i)T

c f(i)c ,
(4.63)

et la condition de continuité (4.59) :

N∑

i=1

B(i)
r u(i)

r = 0. (4.64)
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A partir de la première équation de (4.63) on a :

u(i)
r = A(i)−1

rr

(
f(i)r −B(i)T

r λ−A(i)
rcB

(i)
c uc

)
, (4.65)

et en faisant une substitution dans (4.64) et en utilisant ladeuxième équation de (4.63) on

obtient le système condensé à l’interface suivant :

 KΓΓ KΓc

KT
Γc Kcc




 λ

uc


 =


 FΓ

Fc


 , (4.66)

où :

Krr =
N∑

i=1

B(i)
r A(i)−1

rr B(i)T

r ,

Krc =

N∑

i=1

B(i)
r A(i)−1

rr A(i)
rcB

(i)
c ,

Kcc =
N∑

i=1

(
A(i)

rcB
(i)
c

)T
A(i)−1

rr

(
A(i)

rcB
(i)
c

)
−

N∑

i=1

B(i)T

c A(i)
cc B

(i)
c , (4.67)

Fr =

N∑

i=1

B(i)
r A(i)−1

rr f(i)r ,

Fc = fc −
N∑

i=1

B(i)T

c A(i)T

rc A(i)−1

rr f(i)r .

Le problème (4.66) est un problème Primal-Dual dans le sens où il est relatif aux multipli-

cateurs de Lagrange duauxλ et les inconnues primlesuc (les degrés de liberté du déplace-

ment).

En éliminant par un procédé de condensation les déplacements uc de (4.66), la méthode

FETI-DP consiste alors à solutionner le problème d’interface symétrique défini positif sui-

vant : 



Trouverλ tel que :
(
Krr −KrcK

−1
cc K

T
rc

)
λ = Fr −KrcK

−1
cc Fc.

(4.68)

Remarque 4.6.1.Une propriété importante de méthode FETI-DP est que le maintien d’un

raccord fort au niveau des point-multiples, permet une transmission de l’information entre

les sous-domaines d’une manière globale, contrairement aux méthodes de décomposition

de domaine classiques où l’information se transmet entre sous-domaines voisins. Cette par-

ticularité, permet d’accélérer la convergence et de réduire la dépendance de la méthode

FETI-DP par rapport au nombre de sous-domaines (i.e. l’extensibilité).
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4.7 Application numérique

Pour terminer cette présentation des différentes MDD, on fera une comparaison sur le

nombre d’itérations nécessaires à la convergence des 3 méthodes Primal, Duale (FETI) et

mixte, appliquèes pour résoudre un cas-test de la forme (4.1), où la solution analytique est

donnée par :

u(x, y) =


 16xy(1 − x)(1 − y)

sin(2πx) sin(2πy) + xy(1 − x)3(1 − y)3


 . (4.69)

Pour cela une approximation par une méthode d’éléments finiscontinus d’ordre 2 est

considérée dans les 3 méthodes. On prendra une décomposition en bandes deΩ enNs

sous-domaines exempte de point-multiples. Le pas de maillage considéré dans les tests est

h = 1/20 générant approximativement 5500 ddl.

Le problème condensé à l’interface dans chacune des trois MDD sera résolu en utilisant un

algorithme itératif de type GMRES(m) [60, 59], où l’entierm indique la dimension de l’es-

pace de Krylov utilisé, généralement appelérestart. On prendra zéro comme valeur initiale

et la norme du résidu relatif≤ 10−6 comme critère d’arrêt du solveur GMRES. La Figure

4.7 montre un avantage certain pour la méthode FETI en termesde nombre d’itérations,

suivie de la méthode mixte (augmentation de30% du nombre d’itérations). On notera aussi

une dépendance du nombre d’itérations par rapport au nombrede sous-domaines de la parti-

tion pour les 3 méthodes, ceci est dû à l’absence d’un problème grossier qui permettrait une

transmission globale de l’information entre les sous-domaines comme par exemple dans les

méthodes FETI-DP.
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FIGURE 4.7 – Comparatif du nombre d’itérations nécessaire à la convergence des 3 MDD

(primale, duale et mixte) pour résoudre un problème elliptique avec une partition en bandes

deΩ et sans préconditionnement du solveur itératif.
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Chapitre 5

MDD mixte pour le système de

Stokes

Dans ce chapitre, on s’intéressera à développer une méthodede décomposition mixte

pour le système discret de Stokes résultant d’une discrétisation par une méthode d’éléments

finis. La méthode que nous allons présenter, prend en compte des décompositions du

domaine géométrique deΩ comportant des point-multiples.

La construction de la méthode ainsi que les résultats théoriques que nous allons

présenter concernent essentiellement les schémas d’éléments finis où une approximation

continue de la pression est considérée. Cependant, cette construction s’adapte de manière

beaucoup plus simple au cas d’une approximation discontinue de la pression.

L’approche adoptée pour circonscrire le problème lié à la présence de point-multiples

dans notre décomposition est celle considérée dans les méthode FETI-DP [23] et qui

consiste à maintenir une continuité forte au niveau des point-multiples. Sur les interfaces,

les déplacements de la vitesses et de la pression seront supposés a priori discontinue. On

introduira, alors des multiplicateurs de Lagrange, comme dans le cas des MDD mixtes pour

les problèmes elliptiques présentés dans le chapitre précédent, pour assurer la continuité

des déplacements de la vitesse et de la pression. Les premiers multiplicateurs, notés dans

la suite de ce chapitreΦ correspondront dans le cas continu à une combinaison linéaire

de la vitesse et du vecteur normal des contraintes, les deuxièmes notés par la suiteψ

correspondront à la pression.
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On obtiendra un système linéaire augmenté qui sera exactement équivalent au problème

de Stokes discret. Ceci fera en sorte que les systèmes locauxseront augmentés par une

matrice masse d’interface. On démontrera alors la stabilité de ces systèmes locaux (sans

avoir à imposer que la pression soit de moyenne nulle localement) ainsi que celle du

système global augmenté. Comme cela est caractéristique des MDD mixtes, le problème

est réduit alors à la résolution d’un système linéaire implicite relatif aux multiplicateurs

de Lagrange d’interfaces. Un résultat de la convergence de la méthode est par la suite

démontré. Ce travail a fait l’objet d’une publication [4].

On rappelle la formulation variationnelle discrète du système de Stokes (1.15) donnée

par : 



u ∈ Xh, p ∈Mh
0

a(u, v) + b(v, p) = (f, v)Ω, ∀v ∈ Xh,

b(u, q) = 0, ∀q ∈Mh
0 ,

(5.1)

oùMh
0 est le sous-espace des fonctions deMh qui vérifient le contrainte de moyenne nulle

(
Mh

0 = Mh ∩ L2
0(Ω)

)
.

On supposera que la paire d’éléments finis mixte(Xh,Mh
0 ) satisfait la condition inf-sup

usuelle de Brezzi, i.e. il existe une constante positiveβ, indépendante deh tel que :

sup
v∈Xh

b(v, q)
‖v‖1,Ω

≥ β‖q‖0,Ω, ∀q ∈Mh
0 . (5.2)

Dans la section suivante, on introduira quelques notationsutiles par la suite dans le présen-

tation de la méthode de décomposition mixte considérée.

5.1 Notations utiles de la MDD

On supposera que le maillageT h est compatible avec la décomposition deΩ enN

sous-domaines{Ωi}
N
i=1, i.e. T h induit un maillage localT h

i sur chaque sous-domaine

Ωi de telle sorte que chaque élément deT h soit contenu dans exactement unΩi. On

notera, comme cela a été fait dans le chapitre 4, parΓij = Ωi ∩ Ωj , 1 ≤ i < j ≤ N

l’interface de deux sous-domaines, quand elle existe (c’est-à-dire quand son intérieur n’est

pas l’ensemble vide).
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Pour chaque sous-domaine, on définitXh
i un sous-espace deH1(Ωi) etMh

i un sous

espace deL2(Ωi), dont les éléments sont les restrictions àΩi de fonctions deXh andMh

respectivement. On notera que par définition, les éléments de Xh
i ont une trace nulle sur

∂Ωi ∩ ∂Ω.

Pour les besoins de la description de la MDD, on considérera les espacesXh
B de la

vitesse etMh
B de la pression, les espaces d’éléments finis, contenantXh etMh respective-

ment, dont les éléments peuvent être discontinus au traversdes interfacesΓij exceptés au

point-multiples, définis par :

Xh
B = {v ∈ (L2(Ω))n; v|Ωi ∈ X

h
i ,

v est continu aux point-multiples},
(5.3)

Mh
B = {q ∈ L2(Ω); q|Ωi ∈Mh

i ,

q est continu aux point-multiples}.
(5.4)

Dans ces espaces de dimension finie, les degrés de liberté associés aux point-multiples

sont communs à tous les sous-domaines partageant ces points. Ces espaces peuvent être

vu comme une version "brisée" des espacesXh etMh respectivement, où la continuité de

chaque fonction appartenant àXh
B ouMh

B est maintenue uniquement aux point-multiples.

On associera de façon assez naturelle à ces espaces les normes :

‖v‖Xh
B

=

{
N∑

i=1

‖v|Ωi‖
2
1,Ωi

}1/2

, ‖q‖Xh
B

=

{
N∑

i=1

‖q|Ωi‖
2
1,Ωi

}1/2

(5.5)

En se basant sur ces définitions, chaque fonctionv ∈ Xh
B peut être décomposée de

manière unique via ses valeurs nodales de la manière suivante :

v =
N∑

i=1

vi + vc =
N∑

i=1


vi0 +

∑

j∈Λi

vij


+ vc, (5.6)

oùvi0, vij etvc représentent les composantes dev associées aux valeurs nodales se trouvant

respectivement :

• à l’intérieur du sous-domaineΩi,

• sur l’intérieur de l’interfaceΓij ,

• aux point-multiples.
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La notationj ∈ Λi, comme signalé précédemment, est utilisée en référence a unsous-

domaineΩj partageant une interfaceΓij avecΩi.

Les fonctions pression aussi se décomposent de manière similaire :

q =

N∑

i=1

qi + qc =

N∑

i=1


qi0 +

∑

j∈Λi

qij


+ qc. (5.7)

Se basant sur cette décomposition des fonctions deXh
B etMh

B on peut définir les es-

pacesXh
c et Mh

c engendrés respectivement par les composantesvh
c ∈ Xh et qh

c ∈ Mh

(composantes qui s’annulent en tous les noeuds exceptés ceux associés aux point-multiples)

et les espaces̊Xh
i et M̊h

i , respectivement sous-espaces de fonctions deXh
i et deMh

i , qui

s’annulent aux point-multiples :

Xh
B = Xh

c ⊕N
i=1 X̊

h
i , Mh

B = Mh
c ⊕N

i=1 M̊
h
i , (5.8)

Il est utile dans la suite de la description de la méthode de décomposition de domaine

d’introduire, pour les espaces des multiplicateurs de Lagrange qui assurent le raccord des

vitesses aux interfaces, la notation suivante :

W h =

N∏

i=1

∏

j∈Λi

W h
ij, (5.9)

oùW h
ij est engendré par les traces surΓij = Γji des composantesvij devi ∈ Xh

i :

W h
ij = {Φij ∈ (L2(Γij))

n; ∃vi ∈ X̊h
i tel queΦij = vij |Γij}. (5.10)

On définit d’une manière similaire l’espace des multiplicateurs de la pression :

Y h =

N∏

i=1

∏

j∈Λi

Y h
ij , (5.11)

avec :

Y h
ij = {ψij ∈ L2(Γij); ∃q ∈ M̊h

i tel queψij = qij|Γij}. (5.12)

On soulignera le fait que la continuité des fonctions aux point-multiples est maintenue d’une

manière explicite grâce à la définition de l’espace des vitessesXh
B et celui de la pression

Mh
B . Aussi, il est important de noter pour la suite que toute valeur nodale d’un élément de

W h ou bien deY h correspondant à un point-multiple est nulle.
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On définira sur les espaces d’inconnues d’interfacesW h etY h les normes :

‖ · ‖2
W h =

N∑

i=1

∑

j∈Λi

cij(·, ·), (5.13)

‖ · ‖2
Y h =

N∑

i=1

∑

j∈Λi

dij(·, ·), (5.14)

induites par les produits scalairesL2 définis surΓij, où la forme bilinéairecij(., .) réfère à

l’espace vectoriel
(
L2 (Γij)

)n
etdij(., .) à l’espace scalaireL2 (Γij).

On peut alors énoncer les conditions de raccords pour qu’un vecteurv ∈ Xh
B (respec-

tivementq ∈ Mh
B) soit dansXh (respectivementMh) de manière adaptée à la description

de la méthode de décomposition de domaine présentée ici.

Proposition 5.1.1. Tout vecteurv ∈ Xh
B (resp q ∈ Mh

B) est dansXh (rep Mh) si et

seulement si∀i = 1, ..., N et j ∈ Λi :

cij(vij ,Φij) = cij(vji,Φij), ∀Φij ∈W h
ij .(

respdij(qij, ψij) = cij(qji, ψij), ∀ψij ∈ Y
h
ij

)
.

(5.15)

Démonstration.La démonstration est immédiate.

5.2 Écriture équivalente du système discret de Stokes

Dans ce paragraphe on donnera une formulation équivalente du problème de Stokes dis-

cret (5.1) bien adaptée pour la méthode de décomposition de domaine que l’on va introduire

par la suite. Dans cette nouvelle formulation, la solution recherchée appartient à l’espace

”brisé" Xh
B ×Mh

B et où les conditions de raccords (5.15) sur l’intérieur des interfacesΓij

sont relaxées à l’aide d’un paramètreλ > 0. Ces deux raccords seront relaxés par le même

paramètreλ comme formulé dans le théorème suivant.

Théorème 5.2.1.Soientλ > 0 un paramètre réel donné etai(., .), bi(., .) les restrictions

respectives des formes bilinéairesa(., .), b(., .) à Ωi. Alors, le problème discret de Stokes
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(5.1)est équivalent au système suivant :




(u, p) ∈ Xh
B ×

(
Mh

B ∩ L2
0(Ω)

)
, (Φ, ψ) ∈W h × Y h





i = 1 . . . N fixé

ai(ui , vi) + bi(vi , pi) + ai(uc , vi) + bi(vi , pc)

+λ
∑

j∈Λi

cij(uij , vij) = (f, vi)Ωi +
∑

j∈Λi

cij(Φij , vij)

bi(ui , qi) + bi(uc , qi) − λ
∑

j∈Λi

dij(pij , qij) =
∑

j∈Λi

dij(ψij , qij),





N∑

i=1

(
ai(ui , vc) + bi(vc , pi)

)
+ a(uc , vc) + b(vc , pc) = (f, vc),

N∑

i=1

bi(ui , qc) + b(uc , qc) = 0,

(5.16)

pout tout(v, q) ∈ Xh
B ×

(
Mh

B ∩ L2
0(Ω)

)
. Les inconnues d’interfaces(Φ, ψ) sont assujetties

aux conditions de raccord :

Φij = −Φji + 2λuji, ψij = −ψji − 2λ pji, ∀i = 1, ..., N et j ∈ Λi. (5.17)

Démonstration.La démonstration revient à une simple vérification algébrique obtenue à

partir d’une adaptation de la proposition 2.1 dans [3]. En effet, soit (u, p) ∈ Xh
B ×

(
Mh

B ∩ L2
0(Ω)

)
solution du problème (5.16) et vérifiant les conditions (5.17). On notera

alors en utilisant la proposition 5.1.1 que(u, p) est forcément dansXh ×
(
Mh ∩ L2

0(Ω)
)
.

Aussi en écrivant les conditions de raccord (5.17) de la façon suivante :

Φij + Φji = λ (uji + uij),

ψij + ψji = λ (pji + pij),
pour touti = 1, ..., N et j ∈ Λi, (5.18)

et en sommant les équations résultant de (5.16) sur chaque interface pour des fonctions tests

(v, q) ∈ Xh ×
(
Mh ∩ L2

0(Ω)
)
, on observe que les produits scalaires relatifs aux formes

c(., .) etd(., .) disparaissent. On conclut alors, que(u, p) est solution du problème de Stokes

discret (5.1).

Inversement, supposons que(u, p) ∈ Xh ×
(
Mh ∩ L2

0(Ω)
)

soit solution du problème (5.1).

Alors forcément :

uij = uji, pij = pji, ∀i = 1, · · · , N,∀j ∈ Λi. (5.19)
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D’autre part, pour tout(v, q) ∈ Xh
B ×

(
Mh

B ∩ L2
0(Ω)

)
les deux applications :

vij 7−→
L1 (f, vij)Ωi − ai(ui, vij) − bi(vij, pi) − ai(uc, vij)

−bi(vij , pc) + λ cij(ui, vij),

qij 7−→
L2 −bi(ui, qij) − bi(uc, qij) − λdij(pi, qij),

(5.20)

étant des formes linéaires définies respectivement surW h
ij et surY h

ij , il existeΦij ∈ W h
ij et

ψij ∈ Y h
ij tels que :

cij(Φij, vij) = L1(vij), dij(ψij , qij) = L2(qij). (5.21)

En sommant les représentations obtenues pour chaque interface et en utilisant le fait que

(u, p) est solution du problème de Stokes discret, on obtient :

∀y ∈W h
ij, cij(Φij + Φji, y) = λ cij(uij + uji, y),

∀y ∈ Y h
ij , dij(ψij + ψji, y) = λdij(pij + pji, y).

A partir de (5.19) on en déduit alors que :

Φij = −Φji + 2λuji, ψij = −ψji − 2λ pji, ∀i = 1, ..., N et j ∈ Λi.

Remarque 5.2.1.On notera que :

1. Dans le cas d’une approximation par une méthode d’éléments finis discontinue de la

pression, la forme bilinéairedij(·, ·) disparaît dans la formulation(5.16). Et dans ce

cas là, on n’a pas besoin de raccorder la pression sur les interfaces et l’espaceMh
B

sera simplement réduit à l’espaceMh.

2. La première condition dans(5.17)traduit, au niveau discret, le raccord de la vitesse et

de la composante normale du vecteur des contraintes. Au niveau continu, ce raccord

s’écrit (voir [49, 42]) :

µ
ui

nij
− pinij + λui = −µ

uj

nji
+ pinji + λuj (5.22)

oùλ > 0 est le paramètre défini dans le théorème(5.2.1)et nij est le vecteur normal

à Γij dirigé vers l’extérieur deΩi. La deuxième condition dans(5.17)a été posé pour

assurer la continuité de la pression au niveau du schéma d’éléments finis. Elle n’a

pas lieu d’être dans le cas d’une approximation discontinuede la pression.
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3. En prenantλ = 0, ce qui revient à considérer des conditions aux bords sur les

interfaces de type de Neumman au lieu de considérer celle de type Fourier-Robin,

conduit à des problèmes locaux non-inversibles ou du moins non-inversibles d’une

façon stable. De plus, la propriété d’équivalence établie dans le théorème précédent

ne sera plus assurée.

5.3 Écriture matricielle et algorithme de la méthode

La méthode de décomposition de domaine mixte se résumera, comme on l’a vu dans

le cas des problèmes elliptiques dans le chapitre précédent, à un procédé itératif ayant pour

objectif de déterminer les bonnes inconnues d’interfaces(Φ, ψ) ∈ W h × Y h. A chaque

itération du procédé, on aura à résoudre le système (5.16). En notant parXi le vecteur des

valeurs nodales de(ui, pi) ∈ X̊h
i × M̊h

i et parXc celui des valeurs nodales de(uc, pc), ce

système peut s’écrire sous la forme quasi-diagonale suivante :



A11 A1c

. ..
...

ANN ANc

At
1c · · · Acc



.




X1

...

XN

Xc




=




F1

...

FN

Fc



, (5.23)

où les matrices localesAii etAic sont données par :

Aii =


 Aii + λCii Bii

Bt
ii −λDii


 , Aic =


 Aic Bic

Bci 0


 ,

avec :
Aii, Aic etAcc, les matrices de rigidité associées àa(·, ·),

Bii, Bic, Bci etBcc, les matrices de rigidité associées àb(·, ·),

Cii les matrices masse d’interface associées à
∑

j∈Λi

cij(·, ·),

Dii les matrices masse d’interfaces associées à
∑

j∈Λi

dij(·, ·).

(5.24)

Les composantes du second membreFi etFc représentent les vecteurs colonnes associées

respectivement à :

 (f, vi)Ωi +

∑
j∈Λi

cij(Φij , vi)
∑

j∈Λi
dij(ψij , qi)


 ,


 (f, vc)

0


 .
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Pour résoudre le système (5.23) de manière efficace, on considérera un complément de

Schur relatif àXc :
(
Acc −

N∑

i=1

At
icA

−1
ii Aic

)
Xc = Fc −

N∑

i=1

At
icA

−1
ii Fi, (5.25)

ceci réduira le couplage aux point-multiples à un simple post-processing de solutions de

problèmes complètement découplés définis sur les sous-domainesΩi :

AiiXi = (Fi −AicXc) . (5.26)

A chaque itération de la méthode de décomposition de domaine, les problèmes locaux

seront résolus deux fois, une première fois pour calculer les vecteursA−1
ii Aic etA−1

ii Fi et

une deuxième fois pour obtenirXi à partir de (5.26). Entre ces deux séries de solutions

locales est insérée une inversion du système (5.25) relatifau degrés de libertés supportés

par les point-multiples.

Remarque 5.3.1.On notera que :

1. On soulignera le fait que chaque matrice localeAii est augmentée par les matrices

d’interfacesCii etDii , contrairement à une méthode FETI-DP pure où les matrices

locales restent inchangées.

2. Dans l’algorithme développé précédemment, les systèmes(5.26)et (5.25)sont réso-

lus par des méthodes directes. La taille du système(5.25)étant petite (elle est égale

à deux fois le nombre de degrés de liberté associés aux point-multiples), on procède

de la manière suivante :

• on effectue une factorisationLU de chaque matriceAii, i = 1 · · ·N ,

• on calcule les quantitésA−1
ii Aic andA−1

ii Fi, i = 1 · · ·N par un procédé de re-

montée et de descente,

• on utilise une méthode de résolution directe pour résoudre le système(5.25).

Enfin, on effectue un procédé de remontée et de descente sur les matricesAii pour

calculerXi, i = 1 · · ·N les solutions des problèmes locaux(5.26).

5.4 Stabilité de la MDD mixte du système de Stokes

Dans ce paragraphe, on s’assurera que l’algorithme de la méthode de décomposition

développée si-dessus est bien défini en démontrant des estimations de stabilité là où il y

83



a inversion de systèmes linéaires. La stabilité est importante dans le sens où même s’il

peut être prouvé que les systèmes linéaires ci-dessus sont algébriquement inversibles,

l’algorithme ne peut être fiable que si les solutions de ces systèmes sont majorées par

les données lorsqueh → 0. Ainsi on montrera ces majorations en termes de normes

convenablement choisies.

D’autre part, les résultats de stabilité démontrés ci-après sont des outils indispensables pour

s’assurer que le procédé itératif déterminant les inconnues d’interfaces(Φ, ψ) ∈W h × Y h

converge.

Les estimations de stabilité que nous allons démontrer sontexprimées en normesH1

sur les sous-domainesΩi et en normesL2 sur les interfacesΓij pour l’espaceY h. On

commencera dans un premier temps par donner un résultat assaurant que les problèmes

locaux peuvent être inversés d’une manière stable. Dans ce qui suitC désigne une constante

générique positive indépendante deh, qui n’est pas forcément la même à chaque fois.

5.4.1 Stabilité des problèmes locaux

On démontrera un résultat de stabilité relative aux problèmes locaux (5.26) dont l’écri-

ture sous forme variationnelle est donnée par :




ui ∈ X̊h
i , pi ∈ M̊h

i ,

aλ
i (ui, vi) + bi(vi, pi) = Livi, ∀vi ∈ X̊

h
i ,

bi(ui, qi) − λ
∑

j∈Λi

dij(pij , qij) = χqi, ∀qi ∈ M̊h
i ,

(5.27)

où :Li et χ sont deux formes linéaires définies respectivement surXh
i etMh

i et la forme

bilinéaire augmentéeaλ
i (·, ·) est définie par :

aλ
i (ui, vi) = ai(ui, vi) + λ

∑

j∈Λi

cij(uij , vij), (5.28)

Les problèmes locaux (5.27) entrent dans le cadre des formulation mixtes d’éléments

finis introduits au chapitre 3, aussi on commencera dans un premier temps par démontrer la

seconde condition de stabilité de Brezzi (c.f, [26, 11]), dite aussi condition inf-sup.

Lemme 5.4.1.Pout touti = 1 · · ·N , il existe une constanteβ > 0 indépendante deh telle

que :

sup
‖vi‖1,Ωi

≤1
b(vi, qi) ≥ β‖qi‖0,Ωi , ∀qi ∈ M̊

h
i . (5.29)
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Ω i

Ω
j

Γ ij

FIGURE 5.1 – Extension deqi ∈Mh
i par zéro surΩj.

Démonstration.La démonstration de la condition inf-sup (5.29) est une adaptation de

celle donnée dans [54] pour le cas d’un domaine avec des conditions aux bords de type

Dirichlet-Neumann. L’idée principale est de prendre un domaine Ωj, j ∈ Λi, ayant une

interface avecΩi et de constater que toute fonctionvi ∈ Xh
i ayant une trace nulle sur∂Ωi

excepté surΓij appartient à l’espace̊Xh
i .

En effet, soitqi ∈ Mh
i et q̃i son extension par zéro sur̃Ωi = Ωi ∪ Ωj , avecΩj un

sous-domaine voisin ayant une interfaceΓij avecΩi ( voir Figure 5.1). En notant la valeur

moyenne de cette dernière surΩ̃i par q̃i =
1

Ω̃i

∫

Ω̃i

q̃i dx et en remarquant que(q̃i − q̃i) ∈

Mh(Ω̃i) ∩ L
2
0(Ω̃i), il existe alors̃v ∈ Xh(Ω̃i) ∩ (H1

0 (Ω̃i))
2, ṽ 6= 0, tel que :

b(ṽi, q̃i − q̃i) ≥ β ‖ṽi‖1,Ω̃i
· ‖q̃i − q̃i‖0,Ω̃i

.

Soitvi ∈ Xh
i la restriction dẽvi àΩi, on peut avoir alors :

b(vi, qi) = b(ṽi, q̃i) = b(ṽi, q̃i − q̃i)

≥ β ‖ṽi‖1,Ω̃i
· ‖q̃i − q̃i‖0,Ω̃i

≥ β ‖vi‖1,Ωi · ‖qi − q̃i‖0,Ωi .

Comme‖qi‖0,Ωi ≤ ‖qi − q̃i‖0,Ωi + ‖q̃i‖0,Ωi et :

‖q̃i‖
2
0,Ωi

=
|Ωi|

|Ω̃i|2

(∫

Ω̃i

q̃idx

)2

=
|Ωi|

|Ω̃i|2

(∫

Ωi

qidx

)2

≤
|Ωi|

2

|Ω̃i|2
‖qi‖

2
0,Ωi

,

on déduit que

(
1 −

|Ωi|

|Ω̃i|

)
· ‖qi‖0,Ωi ≤ ‖qi − q̃i‖0,Ωi et par la suite

b(vi, qi) ≥ β∗ ‖vi‖1,Ωi · ‖qi‖0,Ωi ,

avecβ∗ =

(
1 −

|Ωi|

|Ω̃i|

)
β.
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Remarque 5.4.1.Notons les points suivants :

1. Localement la pression n’a pas besoin d’être de moyenne nulle pour assurer la se-

conde condition de stabilité de Brezzi, contrairement aux méthodes de décomposition

primale ou duale (FETI) appliquées au problème de Stokes où il aurait fallu décom-

poser la pression en composantes nulles localement et en composantes constantes sur

chaque sous-domaine [40, 33, 34, 51] pour avoir la conditioninf-sup locale.

2. On rappelle queqi ∈ M̊h
i signifie queqi ∈ Mh

i et que ces valeurs nodales associées

aux point-multiples sont nulles. Cependant, cette propriété ne joue aucun rôle lors

de la démonstration de la condition inf-sup local(5.29)qui reste valable pourqi ∈

Mh
i . Ce point est important par la suite dans la démonstration dela stabilité de

l’algorithme de la MDD.

On peut maintenant donner le résultat important de stabilité locale suivant :

Théorème 5.4.1.Sous l’hypothèse de stabilité(5.2), il existe une constanteC > 0 indé-

pendante deh telle que la solution des problèmes locaux




ui ∈ X̊h
i , pi ∈ M̊h

i ,

aλ
i (ui, vi) + bi(vi, pi) = Livi, ∀vi ∈ X̊h

i ,

bi(ui, qi) − λ
∑

j∈Λi

dij(pij , qij) = χqi, ∀qi ∈ M̊h
i ,

(5.30)

vérifie

‖ui‖1,Ωi + ‖pi‖0,Ωi
≤ C


 sup

‖vi‖1,Ωi
≤1

|Livi| + sup
‖qi‖0,Ωi

≤1
|χiqi|


 , (5.31)

où‖ · ‖0,Ωi
est la norme de graphe deMh

i impliquant le norme usuelleL2 définie surΩi et

la normeL2 sur les interfaces

‖pi‖0,Ωi
=

√
‖pi‖2

0,Ωi
+
∑

j∈Λi

dij(pij , pij). (5.32)

Démonstration.On notera dans un premier temps que les formes bilinéaires évoquées dans

la formulation du problème (5.30) sont uniformément majorées en termes de normeH1

et de la norme de graphe introduite dans l’énoncé du théorème. La condition inf-sup étant

démontrée dans le lemme précédent, reste à s’assurer de la première condition de stabilité

de Brezzi (i.e. la coercivité de la forme bilinéaireaλ
i (·, ·)).
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En notant que chaque partie d’interfaceΓij contient strictement un ouvert bornéωij, au

moins pourh assez petit, l’inégalité usuelle de Poincaré assure alors que la forme bilinéaire

aλ
i (·, ·) est uniformément coercive surH1(Ωi) :

aλ
i (vi, vi) ≥ |vi|

2
1,Ωi

+ λ
∑

j∈Λi

|vi|
2
0,ωij

> α‖vi‖
2
1,Ωi

, (5.33)

oùα > 0 est une constante indépendante deh. Ici l’expression "ωij est strictement contenu

dansΓij" traduit le fait que la fermetureωij est contenue dans l’intérieur deΓij.

On s’attellera maintenant à donner les différents arguments permettant d’avoir l’estima-

tion (5.31). Une simple combinaison des équations (5.30) donnera :

aλ
i (ui,ui) + λ

∑

j∈Λi

dij(pi, pi) = Liui − χipi. (5.34)

On obtient alors la majoration suivante :

‖ui‖
2
1,Ωi

+
∑

j∈Λi

dij(pij, pij) ≤

C


 sup

‖vi‖1,Ωi
≤1

|Livi|
2 + sup

‖qi‖0,Ωi
≤1

|χiqi|
2



(
‖ui‖

2
1,Ωi

+ ‖pi‖
2
0,Ωi

)1/2
.

(5.35)

On n’a pas assez de control, à ce niveau, sur la norme de graphedepi. On utilise alors la

condition inf-sup pour avoir :

β‖pi‖0,Ωi ≤ Caλ
i
‖ui‖1,Ωi + sup

‖vi‖1,Ωi
≤1

|Livi|, (5.36)

avecCaλ
i

la constante de continuité de la forme bilinéaireaλ
i (·, ·) surH1(Ωi)×H

1(Ωi). Ici

on a utilisé le fait queui|Γij = uij |Γij carui appartient à
o
X

h

i .

En considérant les deux inégalités précédentes, on arrive à:

‖ui‖
2
1,Ωi

+ ‖pi‖
2
0,Ωi

≤

C




(
sup‖vi‖1,Ωi

≤1 |Livi| + sup‖pi‖0,Ωi
≤1 |χiqi|

)2
+

 sup
‖ui‖1,Ωi

≤1
|Livi|

2 + sup
‖qi‖0,Ωi

≤1
|χiqi|

2



(
‖ui‖

2
1,Ωi

+ ‖pi‖
2
0,Ωi

)1/2


 .

(5.37)

La preuve est complétée à partir d’un raisonnement élémentaire sur le signe d’un polynôme
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quadratique réel pour unx ≥ 0 défini par :

x 7→ x2 − C

(
sup

‖vi‖1,Ωi
≤1

|Livi|
2 + sup

‖qi‖G,Ωi
≤1

|χiqi|
2

)1/2

x

−C

(
sup

‖vi‖1,Ωi
≤1

|Livi|
2 + sup

‖qi‖G,Ωi
≤1

|χiqi|
2

)
.

(5.38)

5.4.2 Stabilité du problème lié aux point-multiples

Comme mentionné plus haut dans l’introduction de l’algorithme de la méthode

FETI-DP, une inversion du système linéaire relatif aux degrés de liberté associés aux

point-multiples est faite entre les deux résolution des problèmes locaux. Ainsi, on doit

démontrer que ce système peut être résolu d’une manière stable. La stabilité de résolution

des problèmes locaux étant établie, il suffit de démontrer que le système global, impliquant

aussi bien les degrés de liberté locaux que ceux associés auxpoint-multiples, possède des

propriétés de stabilité similaires.

Pour cela, on a besoin d’affiner un peu plus la définition de l’augmentation des équations

locales. Cela se fait en remarquant que les composantesvij devi ∈ Xh
i et qij deqi ∈ Mh

i

dans (5.6) et (5.7) peuvent être obtenues par le biais d’opérateurs algébriques définis comme

suit :

πij : W h
ij →W h

ij

Φ 7→7→ πijΦ

σij : Y h
ij → Y h

ij

ψ 7→ σijψ
i = 1, · · · , N, j ∈ Λi. (5.39)

où πijΦ et σijψ ont respectivement les mêmes degrés de liberté que ceux deΦ et ψ

exceptés ceux associés aux point-multiples qui sont mis à zéro ; Φ estψ sont ici égaux

respectivement aux tracesvi|Γij devi ∈ Xh
i et deqi|Γij deqi ∈Mh

i .

Nous sommes maintenant en position de donner une formulation, mieux adaptée à

l’étude de stabilité, du problème global (5.16) :




u ∈ Xh
B , p ∈Mh

B ∩ L2
0(Ω),

N∑

i=1

(
ai(u, v) + bi(v, p)

)
+ λ

N∑

i=1

∑

j∈Λi

cij(πiju, πijv) = Lv, ∀v ∈ Xh
B ,

N∑

i=1

bi(u, q) − λ

N∑

i=1

∑

j∈Λi

dij(σijq, σijq) = χq, ∀q ∈Mh
B ∩ L2

0(Ω),

(5.40)
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oùL etχ sont deux formes linéaires définies surXh
B etMh

B .

Dans (5.40), par souci d’alléger l’écriture, les restrictions àΩi, comme par exempleu|Ωi et

q|Ωi pour une fonctionu ∈ Xh
B où q ∈Mh

B, sont implicites.

Nous allons démontrer la stabilité du problème (5.40) en utilisant le cadre général des

formulations mixtes. Les deux conditions de stabilité de Brezzi, à savoir la coercivité de

la forme bilinéaire surXh
B ×Xh

B et la condition inf-sup surXh
B ×

(
Mh

B ∩ L2
0(Ω)

)
seront

obtenues par une simple déduction de celles préalablement établies au niveau local dans le

théorème 5.4.1. De façon surprenante, c’est la continuité uniforme de la forme bilinéaire :

ai(·, ·) + λ

N∑

i=1

∑

j∈Λi

cij(πij·, πij ·), (5.41)

qui n’est plus aussi simple à établir. On démontrera une majoration relative sous des hypo-

thèse techniques de régularité du maillage (c.f [9, 13]).

Lemme 5.4.2. Sous les hypothèses que la méthode d’éléments finis relativeaux vitesses

satisfait les conditions suivantes :

• elle induit une méthode d’éléments finis sur la frontière,

• chaque triplé{T, PT ,ΣT }, dans la terminologie de l’analyse de la méthode des élé-

ments finis (cf., e.g., [13]), associé à un élément géométriqueT d’une interface peut

être obtenu à partir d’un élément fini de référence
{
T̂ , P̂ , Σ̂

}
en utilisant une bijec-

tion FT : T̂ → T ,

• le Jacobien de cette bijectionF ′
T satisfait la majoration suivante

max
x̂∈T̂

|detF ′
T x̂|/min

x̂∈T̂
|detF ′

T x̂| ≤ C, (5.42)

avec une constante indépendante deh.

Alors, il existe une constanteC > 0 indépendante deh telle que :

|ai(u, v) + λ

N∑

i=1

∑

j∈Λi

cij(πiju, πijv| ≤ C‖u‖Xh
B
‖v‖Xh

B
. (5.43)

Démonstration.La démonstration sera une simple conséquence de la majoration suivante :

il existe une constante indépendante deh telle que :
∫

T
|πiju|2dx ≤ C

∫

T
|u|2dx, (5.44)
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pour tout élément géométriqueT contenu dans une interfaceΓij.

Lorsque aucun point-multiple n’appartient àT , πij est simplement l’opérateur identité. Si-

non, les hypothèses sur l’existence d’un élément référencepermet de transférer la définition

de l’opérateur de projection à un autre opérateurπ̂ défini surT̂ tel que la transformation

définie par :

û(x̂) = u(FT x̂), (5.45)

permette d’écrire :

π̂iju = π̂û. (5.46)

Ainsi, on a : ∫

T
|πiju|2dx ≤ max

x̂∈T̂
|detF ′

T x̂|

∫

T̂
|π̂iju|2dx̂

≤ max
x̂∈T̂

|detF ′
T x̂|

∫

T̂
|π̂û|2dx̂.

(5.47)

Mais commêπ est une application linéaire de l’espace de dimension finieP̂ vers lui même

on a : ∫

T
|πiju|2dx ≤ Cmax

x̂∈T̂
|detF ′

T x̂|

∫

T̂
|û|2dx̂. (5.48)

De manière similaire, en revenant à une intégrale surT , on obtient :

∫

T
|πiju|2dx ≤ C

max
x̂∈T̂

|detF ′
T x̂|

min
x̂∈T̂

|detF ′
T x̂|

∫

T̂
|u|2dx̂. (5.49)

La démonstration est alors une simple conséquence des propriétés supposées de la méthode

d’éléments finis relative aux vitesses.

Lemme 5.4.3. Les formes bilinéaires introduites dans(5.40) satisfont les conditions de

stabilité de Brezzi suivantes :

N∑

i=1

(
ai(u, v) + λ

∑

j∈Λi

∫

T
|πiju|2dx

)
≥ α‖u‖2

Xh
B

∀u ∈ Xh
B , (5.50)

sup
‖v‖

Xh
B
≤1

N∑

i=1

bi(v, p) ≥ β‖p‖0,Ω ∀p ∈Mh
B , (5.51)

oùα etβ sont des constantes positives indépendantes deh.

Démonstration.La majoration (5.50) est obtenue par une simple extension dela démonstra-

tion donnée dans le théorème 5.4.1. Pour établir (5.51), on fixe q dansMh et en combinant
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la seconde condition de stabilité démontrée dans le lemme 5.4.1 avec le point N˚ 2 de la

remarque 5.4.1, on peut affirmer qu’il existe une constanteβi > 0 indépendante deh et

vi ∈ Xh
i ayant une trace nulle sur∂Ωi excepté aux interfacesΓij tels que‖v‖1,Ωi = 1 et :

bi(vi, q) ≥ βi‖q‖0,Ωi . (5.52)

On peut supposer queq 6= 0, autrement l’inégalité est satisfaite avec une constante arbitraire

β > 0. En posant,β = min
1≤i≤N

βi, on obtient facilement :

N∑

i=1

‖q ‖0,Ωi

‖q ‖0,Ω
bi(vi, q) ≥

β

‖q ‖0,Ω

N∑

i=1

‖q ‖2
0,Ωi

= β‖q‖0,Ω. (5.53)

En définissantv sur Ω par v|Ωi = (‖q ‖0,Ωi/‖q ‖0,Ω)vi, on peut affirmer quev ∈ Xh
B

puisqu’il est égal à zéro aux point- multiples. La fin de la démonstration est alors immédiate.

On peut maintenant démontrer la principale propriété de stabilité de la méthode de dé-

composition mixte développée ici pour le problème de Stokes. En particulier, ceci assurera

que l’algorithme ne casse pas et que la procédure itérative inhérente soit convergente.

Théorème 5.4.2.Supposons qu’il existe une constanteC indépendante deh telle que les

formes bilinéairesL etχ définies surXh
B satisfassent

|Lv| ≤ C‖v‖Xh
B
, |χq| ≤ C‖q‖Xh

B
∀(vh, q) ∈ Xh

B ×Mh
B . (5.54)

Alors, toute solution du problème(5.40)vérifie

‖u‖Xh
B

+ ‖p‖0,Ω ≤ C


 sup

‖v‖
Xh

B
≤1

|Lv| + sup
‖q‖

0,Ω
≤1

|χq|


 . (5.55)

oùC est une autre constante indépendante deh et ‖ · ‖0,Ωi
est la norme de graphe deMh

B

impliquant le norme usuelleL2 définie surΩ et la normeL2 sur les interfacesΓij définie

par :

‖q‖0,Ω =

√√√√‖q‖2
0,Ω +

N∑

i=1

∑

j∈Λi

dij(σijq, σijq), ∀q ∈Mh
B . (5.56)

Démonstration.La démonstration est obtenue de la même manière que celle du théorème

5.4.1, à partir des estimations données respectivement dans (5.43), (5.50) and (5.51).
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Remarque 5.4.2.En notant que les applications linéairesL et χ qui interviennent dans

(5.40)sont définies dans la formulation du système de Stokes(5.16)par

Lv =

N∑

i=1


(f, v)Ωi +

∑

j∈Λi

cij(Φij , v)


 , (5.57)

χq =

N∑

i=1

∑

j∈Λi

dij(ψij , σijq), (5.58)

et en remarquant que

|χv| ≤ C
(
‖f‖2

0,Ω + ‖Φ‖2
W h

)1/2
‖v‖Xh

B
, ∀v ∈ Xh

B , (5.59)

|ζ(q)| ≤ ‖ψ‖Y h




N∑

i=1

∑

j∈Λi

dij(σijp, σijp)




1/2

, ∀q ∈Mh
B , (5.60)

il ressort du théorème précédent que le problème(5.16)peut être résolu de façon stable.

On terminera l’étude de la stabilité de la MDD mixte développée par un "zoom" sur le

résultat de stabilité générale (5.55) à l’intérieur de chaque itération de la méthode.

Corollaire 5.4.1. Chaque itération de l’algorithme MDD mixte peut se déroulerd’une ma-

nière stable en résolvant les problèmes locaux et le problème relatif aux points multiples de

la manière suivante : l’estimation(5.55)est valide dans la mesure où :

‖ui0 +
∑

j∈Λi
uij‖Xh

i
+ ‖pi0 +

∑
j∈Λi

pij‖0,Ωi
≤

C


 sup

‖v‖
Xh

B
≤1

|Lv| + sup
‖q‖

0,Ωi
≤1

|χq|


 (i = 1, . . . , N)

(5.61)

‖uc‖Xh
B

+ ‖pc‖0,Ωi
≤ C


 sup

‖v‖
Xh

B
≤1

|Lv| + sup
‖q‖

0,Ωi
≤1

|χq|


 (5.62)

où u =
∑N

i=1

(
ui0 +

∑
j∈Λi

uij

)
+ uc et p =

∑N
i=1

(
pi0 +

∑
j∈Λi

pij

)
+ pc sont les

décompositions respectives deu etp déja introduites dans respectivement(5.6)et (5.7).

Démonstration.En prenant(v, q) = (vi0 +
∑

j∈Λi
vij , qi0 +

∑
j∈Λi

qij) comme des fonc-

tions tests, on obtient d’une manière directe du théorème destabilité local 5.4.1 :

‖ui0 +
∑

j∈Λi
uij‖Xh

i
+ ‖pi0 +

∑
j∈Λi

pij‖0,Ωi
≤

C


 sup

‖v‖
Xh

B
≤1

|Lv| + sup
‖q‖

0,Ωi
≤1

|χq| + ‖uc‖Xh
B

+ ‖pc‖0,Ωi


 .

(5.63)

La démonstration peut alors être complétée à l’aide de l’inégalité triangulaire et de l’esti-

mation (5.55).
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5.5 Etude de la convergence de l’algorithme associé à la MDD

La MDD mixte appliquée au problème de Stokes proposée consiste à réduire le sys-

tème : 



u ∈ Xh
B , p ∈Mh

B ∩ L2
0(Ω),

N∑

i=1

(
ai(u, v) + bi(v, p)

)
+ λ

N∑

i=1

∑

j∈Λi

cij(uij , vij) =

N∑

i=1


(f, v)Ωi +

∑

j∈Λi

cij(Φij , vij)


 , ∀v ∈ Xh

B ,

N∑

i=1

bi(u, q) − λ
N∑

i=1

∑

j∈Λi

dij(qij , qij) =

N∑

i=1

∑

j∈Λi

dij(ψij , qij), ∀q ∈Mh
B ∩ L2

0(Ω),

(5.64)

qui est couplé aux conditions de raccords :




Φij = −Φji + 2λuji,

ψij = −ψji − 2λ pji,
∀i = 1, ..., N et j ∈ Λi. (5.65)

à un système implicite apparenté uniquement aux inconnues d’interfaces(Φ, ψ) et dont la

résolution se fera, comme on le verra plus loin, à l’aide d’une méthode itérative de type

Krylov.

Le but dans cette section est l’étude de la convergence de ce type d’algorithme itératif appli-

qué au système implicite apparenté uniquement aux inconnues d’interfaces, obtenu à partir

de (5.64) et (5.65). Cela étant, on considèrera dans un premier temps le système à résoudre

comme un problème de point fixe, que l’on va résoudre par une méthode d’approximation

successive dépendant d’un paramètre0 < θ < 1 :

–
(
Φ0, ψ0

)
fixé comme valeur initiale,

– pourk = 1, 2, · · · jusqu’à la convergence faire :

(
Φk+1, ψk+1

)
= (1 − θ)

(
Φk, ψk

)
+ θS

((
Φk, ψk

)
, f
)
, (5.66)

où l’application linéaireS est définie par :




S1 ((Φ, ψ), f)ij = −Φji + 2λuji,

S2 ((Φ, ψ), f)ij = −ψji − 2λ pji,
∀i = 1, ..., N et j ∈ Λi, (5.67)

(u, p) étant solution de (5.64).
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L’idée alors est qu’en établissant la convergence de cet algorithme d’approximations

successives, on aura démontré celle liée à l’utilisation d’un algorithme de type Krylov. Pour

démontrer la convergence de l’algorithme des approximations successives, il suffira de dé-

montrer que l’application définie deW h × Y h dans lui même :

(Φ, ψ) 7→ (1 − θ) (Φ, ψ) + θS ((Φ, ψ) , f) , (5.68)

est une contraction.

Pour le besoin de la démonstration, on donnera dans le lemme suivant une technique de

preuve initiée par [19], mise au point par [16] et donnée dansun cadre plus général dans

[3].

Lemme 5.5.1.SoitW un espace de Hilbert muni de la norme‖ · ‖W et du produit scalaire

(·, ·)W . SiS est une application linéaire deW n’augmentant pas la norme

‖Sx‖W ≤ ‖x‖W , ∀x ∈W, (5.69)

telle que l’applicationI − S soit injective et d’image fermée

∃γ > 0 : ‖x− Sx‖W ≥ γ‖x‖W , ∀x ∈W, (5.70)

alors (1 − θ)I + θS est une contraction stricte pour0 < θ < 1.

Démonstration.En notant que :

‖(1 − θ)x+ θSx‖2 = (1 − θ)2‖x‖2 + θ2‖Sx‖2 + 2θ(1 − θ)(x, Sx),

‖x− Sx‖2 = ‖x‖2 + ‖Sx‖2 − 2(x, Sx),

et par élimination du terme(x, Sx) on obtient :

‖(1 − θ)x+ θSx‖2 = (1 − θ)‖x‖2 + θ‖Sx‖2 − θ(1 − θ)‖x− Sx‖2.

En utilisant le fait queS n’augmente pas la norme, on trouve :

‖(1 − θ)x+ θSx‖2 ≤ ‖x‖2 − θ(1 − θ)‖x− Sx‖2.

Enfin, l’hypothèse que(I − S) est injectif et d’image fermé, permet de conclure que(1 −

θ)I + θS est une contraction stricte de constanteκ =
√

1 − θ(1 − θ)γ2.
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On peut maintenant énoncer le résultat principal de convergence de l’algorithme de la

méthode d’approximations successives décrite plus haut.

Théorème 5.5.1.La suite
(
u(k), p(k)

)
définie récursivement dans l’algorithme d’approxi-

mations successives(5.66)converge vers la solution(u, p) du problème de Stokes(5.1)avec

la majoration d’erreur suivante :

(
‖u(k) − u‖2

Xh
B

+ ‖p(k) − p‖2
0,Ω

)1/2
≤ C κk

h

(
‖u(0) − u‖2

Xh
B

+ ‖p(0) − p‖2
0,Ω

)1/2
.

(5.71)

oùκh est une constante< 1 qui peut dépendre deh.

Démonstration.Le principal point pour assurer la convergence de l’algorithme est de vé-

rifier que l’application (5.68) est une contraction stricte. Ceci revient à s’assurer des deux

conditions énoncées dans le lemme 5.5.1 à savoir queS n’augmente pas la norme :

‖S ((Φ, ψ), 0) ‖W h×Y h ≤ ‖(Φ, ψ)‖W h , (5.72)

et satisfait à la condition de coercivité :

∃γ > 0, ‖(Φ, ψ) − S ((Φ, ψ), 0) ‖W h×Y h ≥ γ‖(Φ, ψ) ∈ ‖W h×Y h , (5.73)

pour tout(Φ, ψ) ∈W h × Y h.

PuisqueW h etY h sont des espaces de dimensions finies, la condition (5.73) est équiva-

lente à l’invisibilité de l’application(Φ, ψ) 7→ (Φ, ψ) − S (Φ, ψ), 0) et donc à la condition

suivante :

S ((Φ, ψ), 0) = (Φ, ψ) si et seulemnt si(Φ, ψ) = 0. (5.74)

Ainsi si (u, p) et ((Φ, ψ)) sont solutions de (5.64) et (5.65) avecf = 0, la paire(u, p) est

solution du système discret de Stokes (5.1) avec zéro comme second membre. Et par suite

(u, p) = (0, 0). On obtient ainsi :

N∑

i=1

∑

j∈Λi

cij(Φij, πijv) = 0,∀v ∈ Xh
B , (5.75)

et :
N∑

i=1

∑

j∈Λi

dij(ψij , σijq) = 0,∀q ∈Mh
B ∩ L2

0Ω. (5.76)

95



En choisissantq ∈ Mh
B tel queq|Γij = ψij et en fixant une valeur deq en un noeud

intérieur à un sous-domaineΩi (de sorte à avoir la condition de moyenne nulle surΩ), on a

dij(ψij , ψij) = 0 et doncψ = 0. Le fait queΦ = 0 est évident, puisque aucune condition

ne doit être imposée àv.

Maintenant, pour établir la première condition (5.72), faisons le développement de

‖S ((Φ, ψ), 0) ‖2
W h×Y h suivant :

‖S ((Φ, ψ), 0) ‖2
W h×Y h

=

N∑

i=1

∑

j∈Λi

(
‖ − Φij + 2λuij‖

2
0,Γij

+ ‖ − ψij − 2λ pij‖
2
0,Γij

)

=
N∑

i=1

∑

j∈Λi

((
‖Φij‖

2
0,Γij

− 4λ cij(Φij ,uij) + 4λ2 ‖uij‖
2
0,Γij

)

+
(
‖ψij‖

2
0,Γij

+ 4λdij(ψij , pij) + 4λ2 ‖pij‖
2
0,Γij

))
.

(5.77)

En remarquant que(u, p) est solution du problem (5.64), on obtient :

‖S ((Φ, ψ), 0) ‖2
W h×Y h = ‖(Φ, ψ)‖2

W h×Y h − 4λ

N∑

i=1

ai(ui,ui). (5.78)

La coercivité de la forme bilinéairea(·, ·) nous assure alors la condition (5.50). Enfin, l’es-

timation (5.71) découle directement du théorème de stabilité 5.4.2.

Remarque 5.5.1.La constante de contraction0 < κh =
√

1 − θ(1 − θ)γ2 < 1 dépend

du pas de maillageh à travers le paramètreγ. Sa meilleure valeur correspond àθ = 1/2.

Comme cela est mentionné dans [16] pour les équations de Helmohltz, il est nécessaire

de remplacerλ par un opérateur non-local pour queγ, et par la suiteκh, ne soit pas

dépendant deh. Nous verrons dans la dernière partie de cette thèse la manière algébrique

de construire de tels opérateurs.

5.6 Résolution par des méthodes de type Krylov

On rappelle que dans la pratique le système linéaire implicite associé au problème d’in-

terface que l’on peut écrire sous la forme

(Φ, ψ) = S ((Φ, ψ), f) (5.79)
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sera résolu en utilisant une méthode de Krylov. Pour ce type de méthode, il est nécessaire

de connaître le second membre et la manière d’effectuer le produit matrice-vecteur corres-

pondant au système linéaire implicite (5.79).

En écrivant le système linéaire précédent sous la forme :

(Φ, ψ) − S ((Φ, ψ), 0) = S ((0, 0), f) , (5.80)

on voit clairement que le second membre du système linéaire d’interface à résoudre peut

être obtenu en évaluantS ((0, 0), f), ce qui revient à effectuer la première itération des

approximations successives en prenant zéro comme valeur initiale.

Pour effectuer le produit matrice-vecteur il suffira de calculer la différence de deux itérations

successives correspondant au système avec des forces extérieurs nullesf = 0 :

(Φ, ψ) − S ((Φ, ψ), 0) .
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Chapitre 6

Validation numérique

Dans ce chapitre on testera numériquement la MDD mixte pour le problème discret

de Stokes développée au chapitre précédent. Comme on l’a constaté au chapitre 3 sur les

différents schémas d’éléments finis appliqués au système deStokes, le schéma d’éléments

finis à pression continue de Taylor-HoodPl − Pl−1, l ≥ 2 est le plus performant. C’est le

schéma d’élément finis que nous adopterons tout au long de ce chapitre dans la discrétisa-

tion du système de Stokes, avec des degrés d’approximation pour la vitesse d’ordrel = 2.

Aussi, on choisira comme cas-test celui de Bercovier-Engelman [5], introduit égale-

ment au Chapitre 3, vu que la solution analytique recherchéepour ce cas-test est de degré

polynômial élevé. On considérera aussi dans nos tests une partition du domaineΩ en neuf

sous-domaines comme illustré dans la figure 6.1. Cette décomposition du domaineΩ est

intéressante dans le sens où elle est assez généraliste car elle comporte :

• des point-multiples,

• une sous-structure flottante.

La contrainte de moyenne nulle relative à l’espace des pressions (2.22) est prise en

compte d’une façon très naturelle dans notre MDD mixte en introduisant l’inconnue et

l’équation associées au multiplicateur, relatif à cette contrainte, dans le problème associé

aux point-multiples. Tous les codes développés ici on été réalisés en utilisant la bibliothèque

d’éléments finis Getfem++ [53] interfacé Matlab. Même si lestests ont été réalisés sur une

mono-station de calcul, ils ont été conçus de manière à être parfaitement exécutables sur

des architectures de calcul parallèle.
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FIGURE 6.1 – Partitionnement du domaineΩ en 9 sous-domaines.

6.1 Résolution directe

Dans un premier temps, la solution du système de Stokes discret résultant d’une ap-

proximation par des éléments de typeP2 − P1 pour le cas-test de Bercovier-Engelman [5],

est calculée sur tout le domaineΩ (sans utilisation de la méthode de décomposition de

domaine). Elle est calculée en utilisant l’algorithme standard d’Uzawa, ce qui consiste à

résoudre le complément de Schur associé à la pression par uneméthode Gradient Conjugué

(cf. [11]). Dans le tableau 6.1 sont résumées les erreurs relatives calculées par rapport à la

solution analytique, connue au préalable, et obtenues pourdifférents pas d’un maillage non-

structuré deΩ, 6.1. Notons qu’on obtient une meilleure approximation de la vitesse (erreur

relative de l’ordre de10−5) comparée à celle de la pression (erreur relative de l’ordrede

10−3) ; ceci est en bonne concordance avec les résultats présentés dans la litérature pour les

schémas d’éléments finis pour les systèmes de Stokes.

6.2 Validation de la MDD mixte

On testera dans ce paragraphe, la MDD mixte pour le système deStokes développée au

chapitre 5 sur le cas-test de Bercovier-Engelman. La décomposition géométrique utilisée
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h Nbre de

triangles

Nbre de

dll vitesse

Nbre de dll

pression

Err-rel vitesse en

norme‖ · ‖H1

Err-rel pression

en norme‖ · ‖L2

1/10 292 1266 171 2.6910−3 1.6510−1

1/20 1406 5794 746 5.7010−4 2.9110−2

1/30 2980 12162 1551 2.5810−4 1.2010−2

1/40 5400 21931 2785 1.4410−4 7.0210−3

1/50 8412 34058 4309 9.8110−5 5.5610−3

1/60 55070 49706 6274 5.8910−5 2.6710−3

TABLE 6.1 – Erreurs relatives de la vitesse et de la pression obtenues avec le schéma EF

P2 − P1 sans utilisation de MDD pour le cas-test de Bercovier-Engelman.

est celle de la Figure 6.1. Comme mentionné dans le chapitre 5, deux façons de résoudre le

système implicite réduit aux inconnues d’interfaces(Φ, ψ) sont possibles : soit la résolution

se fait par une méthode de relaxation, soit elle se fait par une méthode itérative de type

Krylov. On présentera dans ce qui suit les résultats obtenuspar chacune de ces deux

méthodes.

Pour la méthode de relaxation on prendra comme paramètre de relaxationθ = 1/2

et on utilisera un GMRES(m) [60, 59] pour la méthode de Krylov, où l’entierm désigne

la dimension de l’espace de Krylov utilisé, usuellement appelé restart. On fera des tests

avec un GMRES(15) et GMRES(50) pour voir le comportement de la MDD par rapport

à un petit et un grandrestart. On prendraλ = 1, (Φ0, ψ0) = (0, 0) comme valeur initiale

et comme critère d’arrêt un résidu relatif d’interface≤ 10−6 pour les deux méthodes

(relaxation et GMRES(m)).

La Figure 6.2, ci-dessous, montre la diminution des résidusrelatifs obtenue lors des

trois procédés itératifs solutionnant le problème d’interface. Naturellement, L’algorithme

de GMRES(50) est le plus efficace des trois, celui de relaxation stagnant après approxima-

tivement80 itérations.

Le tableau 6.2 décrit la plus petite et la plus grande valeur propre de la matrice d’itéra-

tion de la méthode de relaxation. Les résultats obtenus et ceux théoriques de convergence
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FIGURE 6.2 – Diminution des résidus relatifs des trois solveurs : relaxation, GMRES(15)

et GMRES(50).

démontrés dans le chapitre précédent sont en parfaite concordance. On soulignera le fait

que la constante de contraction dépend du maillage, plus précisément elle tend vers 1

quand le pas du maillageh → 0. On retrouve ainsi un comportement bien connu de ce

genre de MDD mixtes : la grande oscillation des composantes spectrales de l’erreur (voir,

par exemple, [3, 7] pour une description d’un comportement similaire pour les équations

de Helmholtz). Ceci explique pourquoi l’erreur correspondant à la méthode de relaxa-

tion diminue rapidement pour les premières itérations et stagne pour les itérations suivantes.

La Figure 6.3 représente la diminution des erreurs relatives de la vitesse et de la pression

en normesH1(Ω) andL2(Ω) respectivement. Ces erreurs sont calculées par rapport à la

solution vitesse et pression obtenue par une résolution sans MDD du problème (5.1) par

un algorithme d’Uzawa. Dans le tracé de la Figure 6.3, nous avons aussi reporté les erreurs

inhérentes à l’approximation sans MDD par le schéma d’éléments finisP2 − P1 calculées

par rapport à la solution analytique du problème discret (5.1) (lignes droites en pointillés).

Cela donne une indication sur le nombre d’itérations qui ontun impact réel sur la précision

de la simulation numérique de la MDD mixte. Il est également intéressant de noter que, de

façon assez surprenante, pour une résolution avec ou sans MDD la convergence vers leurs

limites respectives est plus rapide pour la vitesse que pourla pression.
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h λmax λmin κh = |1−λmin|
|1−λmin|

=

104×

1/10 0.9979 -0.5 0.7

1/20 0.9980 -0.5 0.7

1/30 0.9991 -0.5 1.7

1/40 0.9991 -0.5 1.7

1/50 0.9991 -0.5 1.7

1/60 0.9991 -0.5 1.7

TABLE 6.2 – Plus petite, plus grande valeur propre et nombre de conditionnement de la

matrice d’itération de la méthode de relaxation.

0 20 40 60 80 100
10

−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

Iterations

R
el

at
iv

e 
er

ro
rs

Error on the pressure: Direct vs Analytical

Error on the pressure:
GMRES(50) vs Direct

Error on the velocity: Direct vs Analytical

Error on the velocity:
GMRES(50) vs Direct

FIGURE 6.3 – Les erreurs relatives obtenues pour la vitesse et la pression avec ou sans

utilisation de la MDD mixte, pour le schéma d’EF de Taylor-Hood.

103



La Figure 6.4 représente les tracés des lignes isobares de lapression obtenue à diffé-

rentes itérations du solveur GMRES(50) de la MDD mixte sur tout le domaineΩ. Cela

FIGURE 6.4 – Lignes isobares de la pression obtenue à différentes itérations du solveur

GMRES(50) de la MDD mixte.

permet de bien visualiser le raccordement de la solution pression au niveau des interfaces

des 9 sous-domaines : on obtient au bout de 60 itérations une solution globale de la pres-

sion parfaitement continue au niveau des interfaces. Cependant, pour obtenir une meilleure

idée de ce raccord au niveau des interfaces, on a dans la Figure 6.5 tracé les valeurs de la

pression obtenue à différentes itérations du solveur GMRES(50), comme dans la Figure 6.4,

mais cette fois-ci uniquement au niveau de la ligne d’interfacey = 1/3 et0 ≤ x ≤ 1, où la

solution analytique est donnée par :p(x, 1/3) = −(x−1/2)/6. Ce tracé montre clairement

qu’au delà de 45 itérations le solveur itératif n’améliore pas vraiment la qualité des résultats.
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FIGURE 6.5 – Tracé des valeurs de la pression obtenues à différentesitérations du solveur

GMRES(50) de la MDD mixte au niveau de la ligne interfacey = 1/3.

6.3 Comparaison de la MDD mixte avec une méthode FETI-DP

standard

Nous allons maintenant, dans le but de comparer le MDD mixte développée ici avec

d’autre MDD relatives au système de Stokes, essayer d’appliquer, d’une manière formelle,

la méthode FETI-DP pour le problème discret (5.1) comme s’ils’agissait d’un problème

elliptique coercif de mécanique des structures (voir par exemple [30]). Une telle façon

de procéder, pour le système de Stokes, ne semble pas avoir été prise en considération

auparavant pour des approximations par éléments finis continus de pression. Par exemple,

dans [40, 33, 34] les solveurs FETI-DP n’ont été utilisés quedans le cadre d’approximations

par éléments finis où la pression était discontinue aux interfaces des éléments. Lorsqu’une

méthode d’éléments finis impliquant des pressions continues a été utilisée dans ce contexte,

comme dans [12], cette exigence de continuité a été omise à l’interface des sous-domaines

dans la procédure de décomposition de domaine.

L’adaptation de la méthode FETI-DP qui est considérée ici utilise presque le même

cadre que la MDD mixte précédente, c’est-à-dire les mêmes exigences de continuité forte

aux point-multiples incarnées par les espacesXh
B etMh

B , mais fait appel à une seule incon-

nue parcourant les interfaces au lieu de deux. Les inconnuesd’interfaces et leurs fonctions
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test associées seront donc définies dans le sous-espaces deW h × Y h suivant :

(
W h × Y h

)
s

=
{
(Φ, ψ) ∈W h × Y h; Φij = Φji andψij = ψji

}
. (6.1)

On peut alors exprimer là, d’une façon équivalente, le système de Stokes discret (5.1) de la

manière suivante :




(u, p) ∈ Xh
B ×

(
Mh

B ∩ L2
0(Ω)

)
, (Φ, ψ) ∈

(
W h × Y h

)
s
,




i = 1, . . . , N

ai(ui ,vi) + bi(vi , pi) + ai(uc ,vi) + bi(vi , pc) +
∑

j∈Λi

cij(Φij ,vij)

= (f ,vi)Ωi ,

bi(ui , qi) + bi(uc , qi) −
∑

j∈Λi

dij(ψij , qij) = 0,





N∑

i=1

(
ai(ui ,vc) + bi(vc , pi)

)
+ a(uc ,vc) + b(vc , pc) = (f ,vc),

N∑

i=1

bi(ui , qc) + b(uc , qc) = 0,





∑N
i=1

∑

j∈Λi

cij(Φ
′
ij,uij) = 0,

∑N
i=1

∑

j∈Λi

dij(ψ
′
ij , pij) = 0

(6.2)

pour tout(v, q) ∈ Xh
B ×

(
Mh

B ∩ L2
0(Ω)

)
et (Φ′, ψ′) ∈

(
W h × Y h

)
s
.

Nous attirerons l’attention ici sur le fait que :

• cij and dij sont maintenant deux formes bilinéaires associées aux matrices boo-

léennes correspondant aux conditions de raccords qui assurent queu etp sont conti-

nus aux interfaces des sous-domaines et par suite elle sont définies telles que l’on ait

cij = −cji etdij = −dji,

• contrairement à la MDD mixte, une condition locale de valeurmoyenne nulle de la

pression est nécessaire sur chaque sous-domaineΩi (dans la pratique, nous avons

ajouté une faible compressibilité locale pour assurer l’inversibilité des problèmes lo-

caux)

La même condition de valeur moyenne nulle sur tout le domaineΩ de la pression est pres-

crite dans la méthode FETI-DP à l’aide d’un multiplicateur de Lagrange dont l’inconnue et

l’équation correspondantes seront introduites dans le problème relatif aux degrés de liberté

correspondant aux point-multiples.
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Comme d’habitude, le solveur FETI-DP est implémenté comme une méthode itérative

pour résoudre un système linéaire implicite correspondantau complèment de Schur de

(6.2) associé aux inconnues d’interfaces. De toute évidence, la quasi-totalité de l’effort de

calcul passé à effectuer le produit matrice-vecteur correspondant est dédié à la solution de

(6.2) pour des inconnues d’interfacesΦ et ψ données. Ceci se fera là aussi en résolvant

deux fois les problèmes locaux et une fois le problème relié aux point-multiples, comme

dans la MDD mixte.
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FIGURE 6.6 – Corrélation entre le pas du maillage et le nombre d’itérations nécessaire à la

convergence de la MDD mixte et de la FETI-DP non-préconditionnées.

Il est cependant bien établi que l’ algorithme FETI-DP converge mal quand il n’est pas

couplé à une technique de préconditionnement approprié (voir, par exemple, [29, 30, 17]).

Par exemple, utilisée dans le même cadre que la précédente MDD mixte à savoir, avec

une décomposition deΩ en 9 sous-domaines, avec un GMRES(50) et avec comme critère

d’arrêt une réduction de10−6 du résidu initial, la méthode FETI-DP appliquée au système

discret de Stokes est largement moins performante que la MDDmixte développée dans

cette thèse comme cela est clairement indiqué dans la tableau 6.3. Cette constations ressort

mieux dans le tracé de la Figure 6.6 où on remarque une dépendance très importante du

nombre d’itérations par rapport au pas de discrétisation dans la méthode FETI-DP. Dans la

MDD mixte, même si cette dependence est constatée, elle reste plus ou moins nuancée.

107



Numb. of Iter. Rel. Err.u Rel. Err.p

h Mixte FETI-DP Mixte FETI-DP Mixte FETI-DP

1/10 48 111 6.99 10−6 4.21 10−6 1.72 10−4 8.37 10−5

1/20 80 366 1.46 10−5 1.42 10−5 2.22 10−4 1.22 10−4

1/30 85 675 1.47 10−5 2.07 10−5 1.70 10−4 1.01 10−4

1/40 91 479 2.01 10−5 2.08 10−5 1.64 10−4 1.49 10−4

1/50 99 939 1.72 10−5 3.08 10−5 2.41 10−4 2.22 10−4

1/60 104 625 2.66 10−5 3.38 10−5 3.08 10−4 1.23 10−4

TABLE 6.3 – Avantage de la MDD mixte sur la méthode FETI-DP, non-préconditionnées,

appliquées au système de Stokes pour un partitionnement deΩ en 9 sous-domaines avec le

solveur itératif GMRES(50). L’approximation par EF est de typeP2 − P1.

A partir des erreurs relatives, présentées dans le tableau 6.3, calculées en normesH1 et

L2 pour la vitesse et la pression respectivement (la solution nominale étant celle obtenue par

la méthode d’Uzawa), on notera que la même précision est atteinte par les deux méthodes

(FETI-DP, MDD mixte) pour la même critère d’arrêt.
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Chapitre 7

Préconditionnement des MDD pour

un problème elliptique

Comme on l’a déjà vu précédemment, le principe des différentes approches des mé-

thodes de décomposition de domaine présentées consiste à résoudre des systèmes implicites

réduits aux interfaces et à en déduire par la suite la solution définie sur tout domaineΩ. Une

utilisation d’un solveur direct pour résoudre ces systèmesimplique :

• le calcul exact de chaque contribution locale, i.e. inversion du complèment de Schur

local,

• la sommation de toutes ces contributions et cela induit par la suite un large échange

de données entre processeurs,

• l’inversion de la matrice pleine relative aux inconnues d’interfaces, dont la taille

correspond au nombre de ddl rattachés aux interfaces pour les approches primales et

duales et le double pour les approches mixtes.

A partir de là, l’utilisation d’un solveur itératif pour résoudre ces systèmes d’interfaces,

où de simples produits matrice-vecteur sont nécessaires, semble beaucoup plus avantageuse

et plus efficace qu’une résolution par une méthode directe. Si la matrice associée au

système d’interface est symétrique définie positive, on utilisera alors l’algorithme du

Gradient conjugué sinon on utilisera un autre solveur commecelui du GMRES(m) [60, 59].
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Cependant, plusieurs études ont montré [61] que le nombre deconditionnement de la

matrice associée à ces systèmes d’interfaces est majoré par:

cond(S) ≤ C
1

hH
, (7.1)

où h représente la finesse du maillage etH le diamètre maximum des sous-domaines. Ce

qui montre une diminution de la vitesse de convergence lorsqu’on affine le maillage ou

lorsque le nombre de sous-domaines (et donc le nombre de processeurs utilisés) augmente.

On parlera alors de MDD "non-extensible".

Définition 7.0.1. Une méthode de décomposition de domaine est dite"extensible"(scalable

en Anglais), par rapport au nombre de sous-domaines, si la vitesse de convergence de l’al-

gorithme croît raisonnablement avec l’accroissement du nombre de processeurs (nombre

de sous-domaines).

Il en résulte que l’efficacité des MDD est fortement liée à la qualité de leur pré-

conditionnement, afin de réduire cette dépendance du nombred’itérations du processus

itératif par rapport à l’augmentation du nombre de sous-domaines. On parlera alors de

"préconditionneur optimal".

De plus, un critère important à prendre en considération estque le calcul du pré-

conditionneur doit être parfaitement parallèlisable. La stratégie retenue alors consiste à

approcher l’inverse de l’opérateur d’interface (qui est une somme de contributions locales)

par la somme (parfois pondérée) des inverses des contributions locales. On va voir que le

préconditionneur de l’approche primale consiste à résoudre des problèmes de Neumann

de part et d’autre de l’interface d’où son nom de préconditionneur Neumann-Neumann.

Celui de l’approche duale, pour des raisons identiques, sera appelé le préconditionneur de

Dirichlet.

Attardons-nous quelques instants sur les caractéristiques spectrales des opérateurs

d’interface. Lorsqu’on applique une méthode de descente, celle-ci capte en premier lieu les

plus grandes valeurs propres. Or, dans le cas de la matrice ducomplément de Schur primal,

cela correspond aux plus grandes valeurs propres de la matrice de raideur, zone que l’on

sait très perturbée d’un point de vue spectral. En effet, la matrice du complément de Schur

primal résulte de la condensation statique sur l’interfacede la matrice de rigidité. Cela
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signifie que l’on retrouve une distribution des valeurs propres à peu près semblable à celle

de la matrice de rigidité globale.

Par contre, pour la matrice du complément de Schur dual, les plus grandes valeurs propres

associées vont correspondre aux plus petites valeurs propres de la matrice de raideur. En

conséquence, la méthode duale bénéficie d’un avantage intrinsèque pour la résolution.

Dans sa thèse, F. X. Roux [56] met en évidence ces considérations.

Nous allons introduire dans ce qui suit la façon de construire de tels préconditionneurs.

Pour cela, on considèrera tout au long de ce chapitre le problème elliptique suivant, déjà

abordé dans le chapitre 4 : 



Trouveru solution de

−∆u + u = f, surΩ,

u = 0, sur∂Ω.

(7.2)

7.1 Préconditionneur de Neumann-Neumann pour les méthodes

primales

On a vu dans le chapitre 4 que la matrice associée au problème posé sur l’ensemble des

interfaces, s’écrit comme une somme de compléments de Schurlocaux :

Sp =

Ns∑

i=1

R(i)T
S(i)R(i), (7.3)

où :S(i) = A
(i)
ΓΓ −A

(i)
ΓIA

(i)−1

II A
(i)
IΓ.

En pratique, la matriceSp n’est pas assemblée explicitement ; il est impossible alorsde la

préconditionner d’une manière directe. Cependant, puisqu’elle s’écrit comme une somme

de contributions locales, il est possible d’approcher l’inverse de la somme par la somme des

inverses locaux :

PNN =

Ns∑

i=1

R(i)T
S(i)−1

R(i), (7.4)

où :R(i) sont les opérateurs booléens précédemment introduits au chapitre 4, appelés aussi

opérateurs de restriction. De cette manière, le précondionneur sera calculé de manière

complètement parallèle : dans le sens où chaque inverse du complément de SchurS(i)−1

sera calculé par un processeur associé dédié.
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Évidemment, pour construire le préconditionneur représenté par la relation (7.4), il n’est

pas question de calculer explicitement l’inverse local du complément de Schur. Par contre,

on peut calculer son action sur un vecteur, notégn, en résolvant le problème de type Neu-

mann sans force extérieure :



Trouverwi solution de

−∆wi + wi = 0, surΩi,

wi = 0, sur∂Ωi ∩ ∂Ω,
∂wi

∂n
= R(i)gn, surΓi.

(7.5)

Ce problème est bien posé, grâce aux conditions de type Dirichlet imposées sur le bord, à

condition que le sous-domaineΩi ne soit pas flottant :∂Ωi ∩ ∂Ω 6= ∅, sinon la solution

associée sera définie à un mouvement de solide rigide près.

Au niveau matriciel, en supposantA(i) inversible, le problème (7.5) s’écrit :

 A

(i)
II A

(i)
IΓ

A
(i)
ΓI A

(i)
ΓΓ




 w(i)

I

w(i)
Γ


 =


 0

R(i)gn


 , (7.6)

dont la solution est donnée par :

 w(i)

I

w(i)
Γ


 =


 −A

(i)−1

II A
(i)
IΓS

(i)−1

R(i)gn

S(i)−1

R(i)gn


 . (7.7)

Il est clair alors que la restriction de la solution à l’interface w(i)
Γ du problème (7.6)

représente le produit matrice-vecteurS(i)−1

R(i)gn. La résolution des problèmes (7.6)

permet donc de calculer les produits matrice-vecteur qui apparaissent dans l’algorithme

itératif de la MDD sans avoir à calculer explicitement les inverses de compléments de

Schur locauxS(i)−1

.

On notera enfin que l’utilisation du préconditionneur de Neumann-Neumann (7.4) pour

la résolution du problème condensé à l’interface dans les approches primales implique

une augmentation du coût de calcul à chaque itération. En effet, en plus de résoudre un

problème de Dirichlet sur chaque sous-domaine, il faut encore solutionner un problème

avec des conditions de Neumann sur l’interface. Cependant,cette double résolution se

fait de manière indépendante des autres sous-domaines et peut donc se faire sur un seul

processeur dédié.
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Remarque 7.1.1.Les matrices locales du complément de Schur de(7.6) sont susceptibles

d’être seulement semi-définies positives, si le sous-domaine ne possède pas de conditions

aux limites en déplacement. Il est possible d’envisager unedécomposition telle qu’aucun

sous-domaine ne soit "flottant". Cependant, dans bien des cas, cette restriction est très pé-

nalisante et nuit à la souplesse d’utilisation de la méthode.

En jouant sur la dualité des deux méthodes du complément de Schur, Mandel [44], propose

à l’instar de la méthode duale, une prise en compte de ces modes rigides pour améliorer le

comportement du préconditionneur. Ce qui donnera lieu au "préconditionneur Neumann-

Neumann généralisé" [17].

Cependant, si le nombre de sous-domaines augmente (i.e. siH le diamètre maximal des

sous-domaines diminue), la vitesse décroît de manière quadratique. Pour éliminer cette dé-

pendance Mandel [44] introduit un problème grossier (définisur le maillage induit par

la décomposition) dans le but de réduire d’une manière significative cette dépendance au

nombre de sous-domaines. Ce sont les méthodes dites BDD ,"Balancing domain decompo-

sition". Le développement des méthodes BDD, donnera naissance plustard aux méthodes

BBDC [45] dont le nombre de conditionnement de la matrice d’itération préconditionnée

est borné de la manière :

cond(PBDDSp) ≤ C

(
1 + log

H

h

)2

(7.8)

où : h est le pas maximal du maillage etH le diamètre maximal des sous-domainesΩi.

7.2 Préconditionneur de Dirichlet pour les méthodes duales

Il s’agit dans ce paragraphe de trouver un bon préconditionneur, parfaitement paralléli-

sable, pour la matrice associée au problème d’interface (4.28) vu dans le chapitre 4, définie

par

D =

Ns∑

i=1

B(i)T
A(i)−1

B(i), (7.9)

où lesB(i) définissent les opérateurs de restriction locaux à l’interfaceΓi du sous-domaine

Ωi.

L’idée, comme vu précédemment pour les méthodes primales, pour construire un précondi-

tionneur parallélisable est d’approcher l’inverse de la matriceD par la somme des inverses
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locaux :

PDirichlet =

Ns∑

i=1

(
B(i)T

A(i)−1

B(i)
)−1

. (7.10)

Ici aussi, on évitera le calcul explicite des inverses et à laplace on calculera l’action de ces

inverses locaux sur un vecteur d’interface donnégn. Il s’agit de chercher, pour tout vecteur

d’interfacegn , les vecteursw(i)
Γ tel que :

(
B(i)T

A(i)−1

B(i)
)−1

w(i)
Γ = B(i)gn. (7.11)

Ceci revient à résoudre les problèmes de Dirichlet sans force extérieure, définis sur chaque

sous-domaineΩi :





Trouverwi solution de

−∆wi + wi = 0, surΩi,

wi = 0, sur∂Ωi ∩ ∂Ω,

wi = B(i)gn, surΓi.

(7.12)

qui s’écrivent sous la forme matricielle :

 A

(i)
II A

(i)
IΓ

A
(i)
ΓI A

(i)
ΓΓ




 w(i)

I

w(i)
Γ


 =


 0

B(i)gn


 , (7.13)

et dont la solution est donnée par :

 w(i)

I

w(i)
Γ


 =


 −A

(i)−1

II A
(i)
IΓB

(i)gn

S(i)−1

B(i)gn


 . (7.14)

On peut alors conclure que :

S(i) = A
(i)
ΓΓ −A

(i)
ΓIA

(i)−1

II A
(i)
IΓ =

(
B(i)T

A(i)−1

B(i)
)−1

. (7.15)

Finalement, l’assemblage des différentes solutions de (7.13) conduit au résultat désiré :

PDirichletgn =

Ns∑

i=1

B(i)T
S(i)B(i)gn. (7.16)

Pour des problèmes elliptiques de second ordre, il a été prouvé [46] que le préconditionneur

de Dirichlet est optimal dans le sens où l’on a la majoration du nombre de conditionnement

suivante :

cond(PDirichletSd) ≤ C

(
1 + log

H

h

)2

, (7.17)
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Pour les problèmes d’ordre quatre et les problèmes de coque l’estimation précédente n’est

plus valable et donc la méthode n’est plus extensible. Néanmoins, en associant dans les

méthodes duales (FETI) le préconditionneur de Dirichlet à un problème grossier (méthode

FETI-II et FETI-DP) on retrouve l’estimation (7.17) [23, 47].

Aussi, pour les méthodes duales, un préconditionneur allégé est proposé qui n’est certes

pas optimal dans le sens défini ci-dessus (donc avec une légère dépendance du nombre

d’itérations par rapport au nombre de sous-domaines), maisqui diminue le coût de calcul

de chaque itération en comparaison avec le préconditionneur de Dirichlet. C’est le précon-

ditionnuer dit "Lumped" donné par :

Plumped =

Ns∑

i=1

B(i)T


 0 0

0 A
(i)
ΓΓ


Bi, (7.18)

où :A(i)
ΓΓ est la matrice extraite deAΓΓ contenant les termes relatifs à l’interface.

Dans Farhat et Roux [22], on trouve le conditionnement dans le cas d’un problème de

Poisson de la matrice de complèment de Schur dual préconditionnée par la technique allégée

(lumped) suivant :

cond(PlumpedSd) ≤ C
H

h
. (7.19)

Remarque 7.2.1.Notons les pints suivants :

• Le préconditionneur de l’approche primale consiste à résoudre des problèmes de

Neumann de part et d’autre de l’interface d’où son nom de préconditionneur

Neumann-Neumann comme déjà mentionné. Celui de l’approcheduale, pour des rai-

sons identiques, est appelé le préconditionneur de Dirichlet.

• Parfois, pour respecter des considérations mécaniques, onrajoute des matrices de

pondération diagonalesW (scaling). Dans le cas d’une structure homogène, elles

sont généralement égales à l’inverse de la multiplicité du degré de liberté considéré.

Dans le cas d’une structure hétérogène, elles permettent decapter les différences de

rigidité de part et d’autre de l’interface. Les préconditionneurs décrits précédemment
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s’écriront alors :

PNN =

2∑

i=1

WiS
−1
i Wi, (7.20)

PDirichlet =

2∑

i=1

WiB
t
i


 0 0

0 Si
p


BiWi, (7.21)

Plumped =

2∑

i=1

WiB
t
i


 0 0

0 A
(i)
ΓΓ


BiWi, (7.22)

7.3 Préconditionnement des méthodes mixtes

On rappelle que le principe dans les MDD mixtes, comme cela a été présenté dans le

chapitre 4, est de réécrire les conditions de raccord en termes de nouvelles variables d’inter-

face locales, qui sont une combinaison linéaire des effortsd’interface et des déplacements :

Φ =
∂u
∂n

+ λu, (7.23)

avecλ > 0 un réel strictement positif.

Au fait, on peut considérer de façon plus générale des opérateurs locauxT (i) et prendre :

Φ =
∂u
∂n

+ T (i)u, surΓi. (7.24)

Ainsi, si l’on considère, pour simplifier l’écriture, une décomposition en deux sous-

domainesΩ = ∪2
i=1Ωi, il existe alors un couple de multiplicateurs uniqueΦ = (Φ(1),Φ(2))

tel que le problème couplé :





 A

(1)
II A

(1)
IΓ

A
(1)T

IΓ A
(1)
ΓΓ + T (1)




 u(1)

I

u(1)
Γ


 =


 f(1)I

f(1)Γ + Φ(1)


 ,


 A

(2)
II A

(2)
IΓ

A
(2)T

IΓ A
(2)
ΓΓ + T (2)




 u(2)

I

u(2)
Γ


 =


 f(2)I

f(2)Γ + Φ(2)


 ,

(7.25)





Φ(1) = −Φ(2) +
(
T (2) + T (1)

)
u(2)

Γ

Φ(2) = −Φ(1) +
(
T (2) + T (1)

)
u(1)

Γ ,
(7.26)

soit équivalent au problème posé sur tout le domaine [57].
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L’élimination des variables intérieuresu(i)
I en faveur deu(i)

Γ dans les deux premières

équations et ensuite une substitution dans les deux dernières équations, conduisent au sys-

tème d’équations linéaires pour les variablesΦ(i) suivantes :

FΦ = d, (7.27)

où la matriceF et le membre de gauche sont définis respectivement par :

F =


 I I − (T (1) + T (2))[S(2) + T (2)]−1

I − (T (1) + T (2))[S(1) + T (1)]−1 I


 , (7.28)

et

d =


 (T (1) + T (2))[S(2) + T (2)]−1b(2)

(T (1) + T (2))[S(1) + T (1)]−1b(1)


 (7.29)

oùS(i) = A
(i)
ΓΓ −A

(i)
ΓIA

(i)−1

II A
(i)
IΓ est le complément de Schur etb(i) = f(i)Γ −A

(i)−1

II A
(i)
IΓf(i)I

est le membre de droite condensé du sous-domaineΩi.

La solution de ce système d’interface (7.27) par une méthodede Krylov définit alors la

méthode de décomposition de domaine mixte. Il est alors clair, à partir de l’écriture (7.28)

que le meilleur choix pour les matrices libresT (i), i = 1, 2, comme montré dans Roux et

al. [57], correspond au complément de Schur ”extérieur" :

T (1) = S2, T (2) = S1. (7.30)

Ce choix, correspondant à la discrétisation des conditionsaux limites continues associées

à l’opérateur de Steklov-Poincaré (voir, par exemple, [25,16, 7]), rend la matrice (7.28)

égale à l’identité et par suite, la solution est obtenue en une itération. Ainsi, un bon précon-

ditionneur des méthodes mixtes consisterait à choisirT (i) comme étant le complément de

Schur d’interface du sous-domain voisin.

Seulement, ici, contrairement au préconditionneur de Neumann-Neumann pour les

méthodes primales et le préconditionneur de Dirichlet pourles méthode duales, cette

manière de faire n’est pas parallélisable dans le cas d’une décomposition en plusieurs

sous-domaines. En effet, le choix optimal pourT (i) sera alors une combinaison des

compléments de Schur des sous-domaines voisins deΩi par rapport à l’interface partagée

et donc ce choix ne respecte pas la localisation des données.
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On verra plus loin que des approximations doivent être considérées, afin de rendre le

préconditionnement des méthodes mixtes parfaitement parallèlisable, au détriment de l’ef-

ficacité numérique. Ainsi on peut faire une approximation ducomplément de Schur du

sous-domaine voisin

• par un complément de Schur des degrés de libertés"proches"de l’interface. Cette

technique de préconditionnment est appelée "strip-preconditioner" dans [52] où

"Neighbor Schur Complement" dans [58].

• par la matrice de rigidité d’interface.

La première stratégie est un bon compromis, dans le sens où elle respecte la localisation

des données (on pourra dédier un processeur qui se chargera uniquement du calcul de ces

compléments de Schur "allégés" sur lequel une matrice d’interface globale "élargie" sera

stockée) et dans le sens aussi où l’on a un faible coût numérique. La définition des degrés

de libertés"proches"de l’interface se fera en donnant un entiern représentant le nombre de

bandes d’éléments géométriques du maillage proches de l’interface (voir Figure 7.1).

Largeur de la bande

1Ω Ω 2

Interface entre les deux sous-domaines

FIGURE 7.1 – Description de la bande (strip) autour de l’interface où se trouvent les ddl

intérieurs à prendre en compte lors du calcul des compléments de Schur locaux, dans le cas

d’un partitionnement en 2 sous-domaines pour un maillage enquadrilatères.
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7.4 Tests numériques des différents préconditionneurs

Nous allons voir dans ce paragraphe l’effet des différents préconditionneurs décrits plus

haut sur le cas-test du problème elliptique (4.1), abordé dans le chapitre 4, dont la solution

analytique est définie par :

u(x, y) =


 16xy(1 − x)(1 − y)

sin(2πx) sin(2πy) + xy(1 − x)3(1 − y)3


 . (7.31)

Pour cela on considérera un maillage de pash = 1/20 générant près de 5500 degrés de

liberté et approximativement 1308 triangles. Dans un premier temps, on testera l’efficacité

des préconditionneurs des 3 MDD (primale, duale et mixte) sur un partitionnment "en

bandes" du domaineΩ. Par la suite, on considérera une décomposition "quadrillée" deΩ,

beaucoup plus généraliste, comportant des point-multiples et des sous-domaines flottants.

Sur les trois MDD, une approximation quadratique pour le schéma d’éléments finis et un

solveur GMRES(50) seront considérés.

7.4.1 Tests pour une partition en bandes

Une partition simple deΩ en bandes ne comportant pas de point-multiples et de sous-

domaines flottants engendrant de 2 jusqu’à 10 sous-domainessera considérée (Figure 7.2).
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FIGURE 7.2 – Exemple de Partition "en bandes" deΩ en 5 sous-domaines.
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FIGURE 7.3 – Nombre d’itérations nécessaire au GMRES(50) pour solutionner le système

d’interface dans les trois MDD appliquées à un problème elliptique avec et sans précondi-

tionnement pour une partition en bandes et une précision de10−6.

On testera d’abords les MDD primale, duale (FETI) et mixte, sur le cas-test considéré,

sans préconditionnement avec comme critère d’arrêt communune grandeur des résidus re-

latifs à la convergence≤ 10−6.

On constate, dans la Figure 7.3, que le nombre d’itérations augmente avec le nombre de

sous-domaines pour les 3 méthode (primale, duale et mixte),ce qui est logique puisque

l’interface, et donc la dimension du problème itératif à résoudre, devient plus grande. En

outre, une partition de ce genre dite "par bande" n’est pas très avantageuse.

La méthode FETI (i.e. méthode duale) est plus efficace que la méthode primale ou

mixte dans cette configuration, ce qui apparaît sur le nombred’itérations à convergence.

Cependant on notera, voir Figure 7.4, que dans la MDD mixte, la vitesse de diminution

du résidu dans les premières itérations est beaucoup plus rapide que celle des deux autres

méthodes ralentissant par la suite au delà d’un résidus≤ 10−4. Dans les méthodes primale

et duale la diminution des résidu est uniforme et on remarqueque la méthode primale a plus

de difficulté à atteindre la norme de résidu demandé.
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FIGURE 7.4 – Diminution des résidus relatifs du GMRES(50) du problème d’interface des 3

MDD (primale, duale et mixte) avec et sans préconditionnement appliquées à un problème

elliptique pour une partition "en bandes" deΩ en 5 sous-domaines.

Lorsqu’on utilise le préconditionneur Neumann-Neumann (7.4) pour la méthode

primale ou celui de Dirichlet (7.16) pour la méthode FETI et lorsque dans la MDD

mixte les opérateurs locauxT (i),∀i = 1 · · ·Ns sont choisis de la manière (7.30) (ce qui

correspond à un préconditionnment de la MMD mixte), on constate (dans la Figure 7.3)

une diminution de l’ordre de75% du nombre d’itérations nécessaire à la convergence aussi

bien pour la méthode primale que mixte.

Cependant, il est assez surprenant de noter que, sur ce cas-test, le préconditionneur de

Dirichlet semble moins performant que prévu : on constate une diminution du nombre d’ité-

rations de l’ordre de30% uniquement. Ceci est probablement dû à la partition en bandes de

Ω. Partition qui laisse d’ailleurs les trois méthodes de décomposition testées dépendantes

du nombre de sous-domaines, vu l’absence d’un problème grossier permettant une trans-

mission globale de l’information (la transmission se fait d’un sous-domaine à son voisin

direct). Dans la figure 7.4, le tracé des courbes de diminution du résidu dans les 3 MDD

montre clairement l’efficacité remarquable des préconditionneurs pour la méthode primale

et mixte (décroissance rapide des valeurs du résidu) par rapport à celui de Dirichlet de l’ap-

proche FETI.
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FIGURE 7.5 – Exemple de Partition "quadrillée" deΩ en 25 sous-domaines.

7.4.2 Tests pour des partitions quadrillées

On considère maintenant une décomposition "quadrillée" deΩ comportant des point-

multiples et des sous-domaines flottants (voir, Figure 7.5). Ici, contrairement à la décompo-

sition en bandes précédente où chaque sous-domaine disposait de suffisamment de condi-

tions de Dirichlet sur le bord, il existe des sous-domaines flottants (n’ayant aucune condition

de Dirichlet sur le bord) et les matrices de rigidité associées peuvent être singulières.

Afin de surseoir à cette contrainte, comme dans les méthodes FETI-DP [23], on fixera

les degrés de liberté rattachés aux point-multiples dans les trois méthodes de décomposition

de domaine testées. Cela aura pour conséquence d’une part, dans les méthodes duale et

mixte, de rendre les matrices de rigidité associées aux sous-structures flottantes inversibles

et, d’autre part, permettra le calcul du préconditionneur dans la méthode primale. Cette

manière de procéder a l’avantage aussi de supprimer les redondances de raccords aux

point-multiples et permettra de définir un problème grossier (défini par le maillage

engendré par la décomposition deΩ) assurant une transmission globale de l’information

entre tous les sous-domaines. Comme vont le montrer les tests, cela rendra les méthodes de

décomposition de domaines extensibles (i.e. peu sensiblesà l’augmentation du nombre de

sous domaines).
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Afin de mieux expliciter cette approche Primale-duale dans les 3 méthodes de décompo-

sition utilisées, nous donnons ci-après la formulation matricielle résultante dans chaque cas,

uc faisant référence aux ddl relatifs aux point-multiples communs à tous les sous-domaines :

Approche Duale : FETI-DP :




A(1) · · · 0 A
(1)
c B(1)

...
...

...
...

0 · · · A(Ns) A
(Ns)
c B(Ns)

A
(1)t

c · · · A
(Ns)t

c Ac 0

B(1)T
· · · B(Ns)T

0 0







u1

...

uNs

uc

λ




=




f1
...

fNs

fc

0




, (7.32)

Approche Mixte-DP :




A(1) + T (1) · · · 0 A
(1)
c

...
...

...

0 · · · A(Ns) + T (Ns) A
(Ns)
c

A
(1)t

c · · · A
(Ns)t

c Ac







u1

...

uNs

uc




=




f1 + Φ(1)

...

fNs + Φ(2)

fc



,

(7.33)

Approche Primale-DP :




A
(1)
II · · · 0 A

(1)
IΓ A

(1)
Ic

...
...

...
...

0 · · · A
(Ns)
II A

(Ns)
IΓ A

(Ns)
Ic

A
(1)t

IΓ · · · A
(Ns)t

IΓ AΓΓ AΓc

A
(1)t

Ic · · · A
(Ns)t

Ic At
Γc Acc







u1

...

fNs

uΓ

uc




=




f1
...

fNs

fΓ

fc




, (7.34)

où : uΓ fait référence au vecteur contenant toutes les inconnues rattachées aux dll de

l’interface globale, partagées par tous les sous-domaines.
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FIGURE 7.6 – Nombre d’itérations nécessaire pour la résolution du système linéaire par les

trois MDD d’un problème elliptique avec préconditionnement pour une partition "quadri-

lée" en 16 sous-domaines et une précision de10−6.

La Figure 7.7 présente pour le cas-test considéré l’évolution du résidu au cours des

itérations de GMRES pour les 3 MDD avec ou sans préconditionnement. On y observe,

dans le cas sans préconditionnement, comme dans le cas d’unepartition en bandes (voir

Figure 7.4), que l’allure de la convergence de l’approche mixte possède des propriétés inté-

ressantes : au début du processus, elle est très similaire à l’approche duale qui décroît rapi-

dement ; ensuite elle entame une décroissance plus lente pour obtenir plus tardivement une

convergence. Dans l’approche primale, même si dans les premières itérations on constate

une petite oscillation de la convergence, la convergence duprocessus s’accélère par la suite

de façon uniforme jusqu’à atteindre le critère d’arrêt (résidu relatif≤ 10−6) en un nombre

d’itérations de moitié inférieur à celui de l’approche mixte. La méthode duale (FETI) étant

la plus performante ici.

Lorsqu’un préconditionneur complet est utilisé dans les 3 méthodes, on observe dans

la Figure 7.7, qu’étant donné que l’évolution du résidu est intimement liée au spectre des

opérateurs, la méthode primale avec préconditionneur de Neumann-Neumann converge de

façon remarquable et donc possède de bonnes propriétés spectrales. L’approche FETI-DP

avec préconditionneur de Dirichlet et l’approche mixte avec péconditionneur complet ont
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FIGURE 7.7 – Diminution des résidus relatifs du GMRES(50) du problème d’interface des 3

MDD (primale, duale et mixte) préconditionnées appliquéesà un problème elliptique pour

une partition "quadrillée" deΩ en 16 sous-domaines.

des propriétés spectrales et donc une courbe de convergencesimilaires, avec un nombre

d’itérations à la convergence deux fois supérieur à celui del’approche primale.
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Chapitre 8

Stratégies de préconditionnement

pour le système de Stokes

On va adapter dans ce chapitre les différentes techniques depréconditionnnement dé-

crites précédemment pour les problèmes elliptiques au système de Stokes.

8.1 Stratégie de préconditionnement pour la MDD mixte

Afin de construire un préconditionneur pour la MDD mixte développée au chapitre 5

pour le problème de Stokes, on suivra la procédure utilisée pour les problèmes coercifs

introduite au chapitre précédent. Cependant, certaines modifications devront être apportées

pour le système de Stokes. Pour simplifier la compréhension de la technique de précondi-

tionnement, on en fera une présentation dans ce paragraphe pour un partitionnement deΩ

en deux sous-domaines uniquement, qui reste valable cependant pour une décomposition

en plusieurs sous-domaines. Dans ce qui va suivre, on adoptera les typographies d’indices

vues précédemment à savoirI pour désigner l’intérieur du sous-domaine etΓ pour désigner

l’interface.

En considérant une partition deΩ en deux-sous domaines, le problème de Stokes revient
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dans la MDD mixte à trouver les multiplicateurs(Φ, ψ) qui vérifient le problème :
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(8.1)

couplé aux conditions de raccord :





 Φ(1)

ψ(1)


 = −


 Φ(2)

ψ(2)


+


 T

(1)
u + T

(2)
u 0

0 −T
(1)
p − T

(2)
p




 u(2)

p(2)


 ,


 Φ(2)

ψ(2)


 = −


 Φ(1)

ψ(1)


+


 T

(1)
u + T

(2)
u 0

0 −T
(1)
p − T

(2)
p




 u(1)

p(1)


 ,

(8.2)

En notant parS(i) les compléments de Schur définis par :

S(i) =


 A

(i)
ΓΓ B

(i)
ΓΓ

B̃
(i)
ΓΓ 0


−


 A

(i)
IΓ B

(i)
IΓ

B̃
(i)
IΓ 0




T 
 A

(i)
II B

(i)
II

B
(i)T

II 0




−1
 A

(i)
IΓ B

(i)
IΓ

B̃
(i)
IΓ 0


 ,

(8.3)

et en éliminant les variables intérieures
(

u(i)
I , p

(i)
I

)
en faveur des variables définies sur les

interfaces
(

u(i)
Γ , p

(i)
Γ

)
dans le système (8.1), on obtient le système d’équations linéaires pour

les variables(Φ(i), ψ(i)) suivant :





 S

(1)
11 + T

(1)
u S

(1)
12

S
(1)
21 S

(1)
22 − T

(1)
p




 u(1)

Γ

p
(1)
Γ


 = F

(1)
Γ +


 Φ(1)

ψ(1)


 ,


 S

(2)
11 + T

(2)
u S

(2)
12

S
(2)
21 S

(2)
22 − T

(2)
p




 u(2)

Γ

p
(2)
Γ


 = F

(2)
Γ +


 Φ(2)

ψ(2)


 ,

(8.4)

où l’on a noté les blocs des matrices de complément de SchurS(i) de la manière :

S(i) =


 S

(i)
11 S

(i)
12

S
(i)
21 S

(i)
22


 , (8.5)
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et où les seconds membresF (i)
Γ sont donnés par :

F
(i)
Γ = F

(i)
Γ −


 A

(i)
IΓ B

(i)
IΓ

B̃
(i)
IΓ 0




T 
 A

(i)
II B

(i)
II

B
(i)T

II 0




−1
 F

(i)
I

0


 , (8.6)

En combinant les équations du problème réduit (8.4) avec celles des équations de raccord

(8.2), on obtient un système relatif aux inconnues d’interfaces
(
Φ(i), ψ(i)

)
dont le membre

de droite est donné par :




 I 0

0 I





 I 0

0 I


−X


 I 0

0 I


− Y


 I 0

0 I






.





 Φ(1)

ψ(1)





 Φ(2)

ψ(2)






, (8.7)

où les matriceX ,Y sont définies par les relations :

X =


 T

(1)
u + T

(2)
u 0

0 −T
(1)
p − T

(2)
p




 S

(1)
11 + T

(1)
u S

(1)
12

S
(1)
21 S

(1)
22 − T

(1)
p




−1

,

Y =


 T

(1)
u + T

(2)
u 0

0 −T
(1)
p − T

(2)
p




 S

(2)
11 + T

(2)
u S

(2)
12

S
(2)
21 S

(2)
22 − T

(2)
p




−1

.

(8.8)

Préconditionner la matrice d’itération de (8.7) revient à choisir T (1)
u , T

(2)
u , T

(1)
p etT (2)

p

de telle sorte que :

X ≃


 I 0

0 I


 , Y ≃


 I 0

0 I


 . (8.9)

Un bon préconditionneur des méthodes mixtes consisterait alors à prendre les opérateurs

locaux d’interfacesT (i)
u comme étant les blocs diagonauxS(i)

11 de la matrice du complément

de Schur d’interfaceS(i) et pourTp les blocs diagonauxS(i)
22 avec un signe inversé :

T
(1)
u = S

(2)
11 T

(2)
u = S

(1)
11 ,

T
(1)
p = −S

(2)
22 T

(2)
p = −S

(1)
22 .

(8.10)

Cette manière de faire le préconditionnement de la MDD mixtepour le système de

Stokes est une adaptation du cas d’un problème elliptique (chapitre 7, paragraphe 3) :

on ne prendra pas comme dans (7.30) le complément de Schur extérieur complet du

sous-domaine voisin, mais seulement les blocs diagonauxS
(i)
11 , S

(i)
22 de ce complément de

Schur. Ce choix est imposé par le fait que, dans la MDD mixte construite pour le système
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de Stokes, l’augmentation des matrices de rigidité localesc’est faite séparément pour

la vitesse et la pression afin de garantir la condition inf-sup au niveau local. Il est alors

logique de s’attendre, contrairement au cas d’un préconditionnement de la MDD mixte

pour un problème elliptique dans le cas d’une décompositionen 2 sous-domaines, à ce

qu’on obtienne une convergence en plus d’une itération dansle cas du système de Stokes

vu que le choix (8.10) ne donne pas une matrice d’itération (8.7) égale à la matrice unité.

Pour le cas d’une décomposition en plusieurs sous-domaines, en adoptant la stratégie

(8.10), le calcul du préconditionneur est cher : on a à calculer le complément de schur pour

chaque interface, c’est à dire on aura un nombre d’inversions de systèmes locaux égale à

2× nombre d’interfaces). Sur chaque sous-domaine, la contribution locale du précondi-

tionneur sera la somme des compléments de schur des interfaces des sous-domaines voisins.

De plus, cette stratégie n’est pas bien adaptée au calcul parallèle car un précondition-

neur doit autant que possible consister en un assemblage de contributions locales. Or en

faisant le choix (8.10) les contributions viennent des sous-domaines voisins. On verra dans

le paragraphe suivant, comment rendre le calcul du préconditionneur parralèlisable tout en

allégeant son calcul.

Remarque 8.1.1.Dans la présentation faite ci-dessus, pour des raisons de clarté, on a

pas tenu compte du couplage entre les deux sous-problèmes induit par la contrainte de

moyenne nulle de la pression sur tout le domaine. Cependant,cette contrainte sera ajoutée,

dans le cas d’une décomposition en plusieurs sous-domaines, au problème relatif aux point-

multiples à l’aide d’un multiplicateur scalaire.

8.2 Strip-preconditioner : Préconditionneur allégé des MDD

mixtes

Le but de ce paragraphe est de rendre le calcul du préconditionneur des MDD mixtes

induit par le choix (8.10) des matrices d’augmentationT (i)
u , T

(i)
p , parallélisable. Comme

nous allons le détailler un peu plus loin, cela consiste à considérer, lors du calcul de ce

nouveau préconditionneur, uniquement une "bande" proche de l’ensemble des interfaces
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entre sous-domaines. Cette manière de faire, nécessitant beaucoup moins de place mémoire

et de temps de calcul, va "alléger" le calcul du préconditionneur et le rendre parralélisable

dans le sens où un seul processeur lui sera dédié. Nous appellerons par la suite ce nouveau

préconditionneur des MDD mixte "préconditionneur allégé"où "strip-preconditioner"

comme dans [52].

L’idée dans le calcul du "préconditionneur allégé" des MDD mixte (aussi bien pour

les problèmes elliptiques que pour le système de Stokes) estd’approximer le complément

de SchurS(i) du sous-domaine voisin, lors du calcul des contributions locales de ce

préconditionneur, par le complément de Schur d’une partie de ce sous-domaine. En

effet, en introduisant une "bande" (Strip en Anglais) autour de l’interface, ne seront alors

considérés lors du calcul du complément de SchurS(i) que les degrés de liberté portés par

les noeuds du maillage situés sur cette bande, voir Figure 7.1.

Lorsque la largeur de la bande est étroite, le coût de calcul et les besoins en mémoire

sont faibles et le nombre d’itérations est relativement élevé par rapport à l’utilisation d’un

"préconditionneur complet" (i.e. préconditionneur calculé en utilisant les compléments de

Schur de tout le sous-domaine voisin). Lorsque la bande est large, l’inverse est vérifié.

8.3 Validation numérique du préconditionneur complet et allégé

de la MDD mixte

Dans ce qui suit, on testera les deux stratégies de précoditionnement de la MDD mixte

pour le système de Stokes introduites dans les deux paragraphes précédents. Le cas-test

considéré est celui de Bercovier-Engelman [5] et le schéma d’éléments finis celui de Tylor-

Hood d’ordre d’approximation polynômiale 2 pour la vitesse. Un partitionnement quadrillé

du domaineΩ en 16 sous-domaines dont les caractéristiques, pour différents pas de maillage

h, sont données au tableau 8.1 sera utilisé pour comparer l’efficacité de la MDD mixte avec

et sans préconditionnement (complet ou allégé).

Le tableau 8.2, résume pour différentes largeurs de bande mesurées en fonction du pas de

maillageh, le nombre de degrés de liberté associé à cette bande pour un partitionnement de

Ω en 16 sous-domaines.
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h Nbre ddlu Nbre ddlp Taille des

pbmes des

sous-domaines

Taille du pbme

d’interface

(Mixte)

1/20 5794 747 350 1440

1/40 22178 2815 1350 2710

1/60 49530 6254 3000 3940

TABLE 8.1 – Nombre de ddl pour différents pas de maillage.

h Taille du pbme

d’interface

2 × h 3 × h 4 × h 5 × h Nbre total des

ddl deΩ

1/20 1440 4643 5790 6102 6189 6541

1/40 2710 10820 15235 19268 21997 24993

1/60 3940 16613 24103 39039 44225 55784

TABLE 8.2 – Nombre de ddl associés à différentes largeurs de bande àprendre en considé-

ration lors du calcul des préconditionneurs allégés pour différents pas de maillage.

La Figure 8.1 présente, pour le cas-test de Bercovier-Engelman considéré, l’évolution

des résidus au cours des itérations du GMRES(50) pour la MDD mixte appliquée au système

de Stokes, d’abord sans préconditionnement, ensuite avec un préconditionneur complet et

avec un préconditionneur allégé. On observe, pour le cas sans préconditionneur, que l’allure

de la convergence se comporte de façon similaire au cas d’un problème elliptique déjà traité

dans le chapitre 7 : une décroissance rapide au cours des premières itérations (pour un résidu

relatif ≤ 10−3) semblable à celle avec préconditionnement ; ensuite une décroissance plus

lente dans les itérations suivantes.

8.4 Comparaison avec une méthode FETI-DP préconditionnée

Dans ce paragraphe, nous allons coupler à la méthode FETI-DP, introduite au chapitre

6, le préconditionneur de Dirichlet. Dans le tableau 8.3 un comparatif de la taille du pro-

blème d’interface pour chacune des deux méthodes (FETI-DP et MDD mixte), lorsqu’elles

sont appliquées au système de Stokes, pour différents pas demaillage.
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FIGURE 8.1 – Comparatif de la diminution des résidus relatifs de la MDD mixte appliquée

au problème de Stokes sans préconditionnment, avec un préconditionneur complet et avec

un préconditionneur allégé pour une largeur de bande de longueur3 × h, avec un pas de

maillageh = 1/60.

Il est bien établi que les algorithmes FETI-DP convergent mal quand ils ne sont pas

couplés à une technique de préconditionnement appropriée (voir par exemple [30, 40]).

Les résultats décrits dans le tableau 6.3 l’illustrent parfaitement. Le tableau 8.4 résume

l’amélioration spectaculaire résultant de cette procédure de préconditionnement de type

Dirichlet pour la méthode FETI-DP au détriment néanmoins d’une mauvaise précision

spécialement concernant la pression. On remarque, à présent, que la méthode FETI-DP

préconditionnée est clairement plus efficace que la DDM mixte, même si cette dernière est

h Nbre ddlu Nbre ddlp Taille des

pbmes des

sous-domaines

Taille du pbme

d’interface

(FETI)

Taille du pbme

d’interface

(Mixte)

1/20 5794 747 350 720 1440

1/40 22178 2815 1350 1355 2710

1/60 49530 6254 3000 1970 3940

TABLE 8.3 – Nombre de ddl résultant d’une approximation par le schéma d’EF de Taylor-

Hood (2) pour le système de Stokes pour différents pas de maillage.
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h Numb. of Iter. Rel. Err.u Rel. Err.p

1/10 22 8.06 10−6 7.94 10−4

1/20 32 4.52 10−5 4.52 10−3

1/30 36 7.95 10−5 7.91 10−3

1/40 36 7.55 10−5 7.06 10−3

1/50 38 1.74 10−5 1.73 10−2

1/60 42 2.50 10−5 2.53 10−4

TABLE 8.4 – Réduction spectaculaire du nombre d’itérations de la méthode FETI-DP avec

préconditionneur de Dirichlet.

h Mixed-DP Prec. Mixed-DP FETI-DP Prec. FETI-DP

1/10 48 22 111 22

1/20 80 23 366 32

1/30 85 26 675 36

TABLE 8.5 – Convergence de la méthode FETI-DP et de la MDD mixte avecet sans pré-

conditionnement pour différents pas de maillage.

plus fiable car elle est fondée sur une base théorique solide.

Cependant, pour faire une comparaison de ces deux méthodes sur la même base, on

comparera la méthode FETI-DP avec la MDD mixte préconditionnée. Dans le tableau 8.5

on donne le nombre d’itérations utilisées par les quatre méthodes : FETI-DP , MDD mixtes

sans et avec préconditionnement, pour trois maillages différents. On remarquera alors

clairement que l’avantage de la MDD mixte est restauré à l’aide d’un préconditionneur

adapté. Cette même constatation est apparente dans le figure8.2 qui trace la diminution des

résidus du problème d’interface pour les méthodes FETI-DP et mixte.
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FIGURE 8.2 – Comparatif de la diminution des résidus relatifs du GMRES(50) du problème

d’interface entre la MDD mixte et la méthode FETI-DP préconditionnées pour une partition

"quadrillée" deΩ en 16 sous-domaines pour différents pas de maillage.
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Conclusion

Les méthodes de décomposition de domaine sont des méthodes itératives couplées

à une approche par sous-domaines. Elles représentent non pas une alternative mais un

choix incontournable pour résoudre les problèmes de grandetaille. Ces méthodes sont

plus efficaces qu’une méthode itérative appliquée au problème global, car elles allient des

méthodes directes et une méthode itérative pour résoudre unproblème d’interface, mieux

conditionné que le problème global.

Notre étude a porté sur l’élaboration d’une méthode de décomposition de domaine

(MDD) sans recouvrement multi-champs (déplacement/pression) dédiée au système discret

de Stokes résultant d’une approximation par une méthode d’éléments finis à pression

continue. L’approche choisie a été celle des MDD mixtes, où le raccord au niveau des

interfaces des sous-domaines s’écrit à l’aide de deux typesde multiplicateurs. Le premier

multiplicateur exprime une combinaison entre la vitesse etla composante normale du

tenseur des contraintes du fluide. Le deuxième permet un raccord primal de la pression du

fluide au niveau des interfaces. A notre connaissance, cetteapproche n’a pas été explorée

auparavant et a pour avantage la suppression de la contrainte de moyenne nulle de la

pression relative aux problèmes locaux.

Dans un premier temps, une démonstration rigoureuse de la stabilité de cette méthode

a été établie, aussi bien au niveau de l’inversion des problèmes locaux qu’au niveau du

problème associé aux point-multiples. A partir de cette propriété de stabilité, permettant

un contrôle strict de la solution à l’aide des données, nous avons pu établir, en utilisant

une argumentation développée par Collino & al [16], la convergence du procédé itératif

construit autour des inconnues d’interfaces.
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Dans un deuxième temps, nous avons étudié la mise en oeuvre decette méthode et

proposé un code de calcul parfaitement parallèlisable et adaptable à différents partition-

nements du domaine géométrique. Plusieurs tests numériques, réalisés autour de cas-tests

relatifs au système de Stokes, sans préconditionnement du problème condensé à l’interface,

ont montré clairement que la méthode de décomposition de domaine mixte multi-champs

que nous avons développé est plus efficace que la méthode FETI. Cet avantage de la MDD

mixte sur la méthode FETI sans préconditionnement est dû auxconditions de raccords au

niveau des interfaces dans la MDD mixte, plus respectueusesde la physique des problèmes

multi-champs.

L’étape suivante de notre étude a été de rendre la méthode extensible. A cet effet, dif-

férentes stratégies de préconditionnement ont été étudiées. Pour la MDD mixte nous avons

adapté la technique de préconditionnement développée pourdes problèmes elliptiques dans

[57] et [30] consistant à prendre les opérateurs locaux d’interfacesT (i), qui interviennent

dans la définition des nouvelles variables d’interfaces, comme étant les blocs diagonaux

des compléments de Schur des sous-domaines voisins. Ce choix, motivé par le souci de

garantir la condition inf-sup au niveau des problèmes locaux, s’est avéré très performant

dans les différents tests numériques réalisés où l’on a constaté un gain de60 % dans

le nombre d’itérations nécessaire à la convergence par rapport à la même méthode sans

préconditionnement.

Aussi, afin de valider les performances de cette stratégie depréconditionnement pour la

MDD mixte dédiée au système de Stokes, nous l’avons comparéeà une méthode FETI-DP

couplé au préconditionneur de Dirichlet. La technique FETI-DP pour le système discret

de Stokes, construite d’une manière formelle comme il est habituel de le faire pour un

problème elliptique coercif, semble ne pas avoir déjà été considérée pour des approxima-

tions par éléments finis à pression continue du système de Stokes et constitue à notre avis

un travail original. Cette étude comparative a montré l’avantage numérique de la MDD

mixte préconditionnée sur celle de la FETI-DP avec préconditionneur de Dirichlet même

si dans la première le calcul du préconditionneur n’est pas parallèlisable. Nous avons à

la fin introduit un préconditionneur allégé " strip-preconditioner" pour pallier à cette lacune.

Tous les tests réalisés l’ont été sur une machine mono-processeur ; il serait intéressant
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de refaire ces tests sur des machines parallèles et aussi de developer un mailleur générant

des maillages ne comportant pas de points singuliers afin de pouvoir tester la MDD mixte

pour le schéma d’éléments finis de Scott-Vogelius.
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