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Introduction

L’équation unidimensionnelle de déplacement d’une fine poutre fixée aux deux extrémités

peut étre écrite comme suit

u(z,t) — (fo +&, fQ |tz (t)|2 dr + o fQ Uz (1) Ugy (t) dx) Uz (T, 1) "

Fllgaea (T,1) + Viggrar (2, 1) = 0 dans Q

ou u est le déplacement transversale de la poutre, z est la coordonnée spatiale et t est le temps.
Les coefficients des termes dissipatifs de Balakrishnan-Taylor est viscoélastique structurel sont
désignés par o et v respectivement. &, est la rigidité non linéaire de la poutre, £, est une charge de
traction dans le plan, (x,t) appartient & Q = Q x [0, 4+00) avec 2 = (0, 1). Toutes les constantes

&1, 0 et v sont fixés positives et &, est fixé non-négatif.

L’équation (1) est lice & I’équation de vibrations aéroélastiques,

i (,8) = (0 + &1 Jo [ (D d 0 foya (8) e (£) ) s, 1) o

+/POu (2, 1) + priy (2, 1) + Upgee (T, 1) + Viggaa (2, 1) = 0 dans Q

lorsque la pression aérodynamique interne du mouvement des poutres est supposée négligeable.
Dans I’équation (2), cela signifie que la somme /pdu; + pu, est négligeable. Du point de vue
mathématique, cette hypothése n’a pas une importante influence dans la formule (2) lorsque
I'intérét est d’obtenir I'existence et le comportement asymptotique des solutions, parce que la

somme d’ordre plus haut U;zzp + VUgeee: @ une performance dominante sur /pdu; + pu,.

L’équation (2) découle d’une expérience de soufflerie sur un panneau a des vitesses superso-

niques. Pour une dérivation de ce modeéle voir, par exemple, Dowell [19] et Holmes [27].

L’existence globale de solutions pour le probléme mixte associé a I’équation (2) a été étudiée
par Hughes & Marsden [29], et en ce qui concerne la stabilité asymptotique des solutions, Holmes
& Marsden [28] en supposant quelques hypothéses restrictives sur la pression aérodynamique p

les auteurs ont conclu que la dérivée de la solution est négative.



L’équation (1) comporte certaines situations particuliéres d’élasticité. Notamment, en omet-

tant les termes dissipatifs, nous avons I’équation de la poutre

(2, t) — (50 + & /Q |tz (t)\2 dm) Uz (T, 1) + Uggaa (2, 1) = 0 dans Q (3)

L’équation de la poutre (3) a été étudiée par plusieurs auteurs, parmi eux, Ball [5, 6], Biler
[7], Brito [8, 9] et Medeiros [43]. Le dernier travail discute I’équation dans plusieurs contextes.

Par omission du terme ., dans (3) nous avons la célébre équation de Kirchhoff

(7, t) — <§0 + & /Q lug ()] d:c> Uge(x,t) = 0 dans Q (4)

L’équation (4) a été largement étudiée par plusieurs auteurs dans les cas (1,2,..., n)-dimensionnelle
et en général des modeles mathématiques dans un espace de Hilbert H. L’existence locale et glo-
bale a été mise en évidence dans plusieurs contextes physico-mathématiques. On cite les travaux
de Arosio-Spagnolo [3], Clark [16, 17], Kirchhoff [36], Narashinham [47], Pohozaev [70], Ono [51,
52,53], et un certain nombre de références intéressantes citées dans les documents mentionnés

précédemment, notamment celui de Medeiros et al. [44].

Il est bien connu que les matériaux viscoélastiques fournissent un amortissement naturel, qui
est di a la propriété particuliere de ces matériaux a garder une certaine mémoire. Du point
de vue mathématique, ces effets d’amortissement sont modélisés par des opérateurs intégro-
différentiels fot h(t — s) Auds, h représente le noyau dans l'expression de la mémoire qui est
supposée décroitre. Si on I'ajoute a I’équation (4) avec une dissipation de la forme g (u;), on

obtient

ug(x,t) — (50 +& /Q ug (1) dx) Uge (2, 1) + /Oth (t —s)Auds + g (u;) = 0 dans Q  (5)

Il existe une littérature riche sur les problémes de Kirchhoff viscoélastiques dans tout le
domaine. Parmi les nombreux travaux dans ce sens, on peut citer Rivera [46] pour le cas ou

& = 1, et & = 0. Cavalcanti et al. [13] ont traité (5) avec g(u;) = a(x)uy, ici a(x) peut étre
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nulle sur une partie du domaine. En supposant que le noyau h dans la mémoire décroit de
facon exponentielle, ils ont obtenu la décroissance exponentielle de ’énergie. Ce travail étend le
résultat de Zuazua [77] dans lequel il a examiné (5) avec h = 0 et amortissement est localisé.
D’autre part, lorsque g = 0, Jiang et Rivera [30] ont prouvé, dans le cadre de la viscoélasticité
non linéaire, que la solution décroit exponentiellement & condition que la noyau h décroit de
fagon exponentielle. Nous pouvons également ajouter dans ce sens ’article de Tatar [70] ou il a
démontré que les solutions décroissent d’'une maniére exponentielle sous de nouvelles hypothéses
sur la fonction de relaxation h dans le terme mémoire. Particulierement, il a examiné une nouvelle
famille de noyaux qui n’est pas nécessairement décroissante. Nous pouvons citer aussi ’article
de S. Berrimi et S. Messaoudi [11] dans le cas ou g (u;) = |u|™ uy est en interaction avec |u|” u.
Récemment, Wu et Tsai [73] ont discuté I'existence globale ainsi que la décroissance de 1’énergie,
et Pexplosion des solutions. L’équation (5) a d’abord été étudiée par Torrejon et Young [71]
pour des conditions initiales analytiques. Plus tard, Rivera [46] a montré 1'existence globales des
solutions et la décroissance d’énergie vers zéro de fagon exponentielle sous certaines restrictions.
Ensuite, Shun-Tang Wu and Long-Yi Tsai [74] pour ¢(t) = —Awu ont démontré l’existence locale
et globale des solutions et la stabilité exponentielle d’énergie avant de prouver l’explosion des

solutions.

Le modele entre les mains, avec o # 0, a été initialement proposé par Balakrishnan et Taylor
en 1989 [4]. Il n’a pas été bien étudié. On peut citer les articles de Y. You [76] et R. H. Clark
[15]. Dans [76], un probléme analogue pour une équation non linéaire d’une poutre extensible
et élastique avec un amortissement structurel a été étudié. Un résultat d’existence globale et un
résultat de décroissance exponentielle vers un ensemble attractif ont été obtenus. Dans [15], le
méme probléme que le notre, a été envisagé, mais a nouveau sans le terme source non linéaire.
L’auteur a étudié le comportement asymptotique des solutions. Notamment, un résultat de dé-
croissance exponentielle a été prouvé mais nous soulignons ici ceci a été établi sans aucune source

non linéaire en competition avec une dissipation forte ou faible dans 1’équation.

L’objet de cette thése est d’étendre les travaux de Y. You [76] et R. H. Clark [15]. On s’inté-

ressera au comportement asymptotique des solutions du probléme (1) dans le cas ou le systéme



est soumis & une force extérieure (source de type polynomiale). Il est connu pour I’équation des
ondes que cette source empéche 'existence globale (en temps) de la solution du probléme; c’est-
a~dire que la solution (ou plus précisément 1’énergie du probléme) tend vers I'infini pour la norme
de I'espace considéré quand ¢t s’approche d’une valeur finie 1" appelée temps d’explosion. Pour
cette raison on appelle le terme source terme d’explosion. Les termes de dissipations sont par
contre des termes qui ont tendance & stabiliser la solution du probléme. Il est facile de voir qu’en
I’absence de termes sources, si la solution existe localement alors on peut toujours la prolonger
en une solution globale.

Cette interaction entre terme source et terme dissipatif a été une question centrale dans
de nombreux travaux et elle I'est toujours. Il est important de savoir quel terme I’emporte sur

l'autre.

La stabilisation du probléme par des dissipations fortes de la forme vA?u; est peu considérée
dans la littérature, on peut se référer aux articles [15, 67] c’est une dissipation trés forte. Quand la
dissipation est de type mémoire impliquant un noyau régulier, il y a deux travaux mentionnés dans
la bibliographie [68, 69]. Ce terme mémoire intervient dans plusieurs domaines, et peut modéliser

différents phénomenes tels que les phénomeénes héréditaires par des modeéles viscoélastiques, voir

13, 14].

Nous déterminerons le comportement asymptotique de la solution & 1’aide de deux méthodes :
Méthode de M. Nakao [48] Cette méthode est basée principalement sur I’établissement

d’une inégalité de la forme

E(t)<wy(E(t)—E({t+1)) surl0,T], wy>1,

et I'applicaion du Lemme de Nakao en tenant compte de la décroissance de 1’énergie.
Inégalités intégrales. Les résultats de nombreux auteurs concernant l’estimation de dé-

croissance de I’énergie de certains problémes dissipatifs sont basés sur le lemme de V. Komornik



[32]; qui consister & montrer des inégalités de la forme

/ E()dt < CE(S), ¥S > S,

S
/ B0t < CEMO)E(S), VS > So,
S

pour conclure certaines types de décroissances.

Pour montrer I’explosion de la solution en temps fini, nous utilisons trois techniques : La
méthode de concavité de Levine, une méthode directe utilisé dans Li [38] et un argument utilisé
par Tatar [67]. Ces méthodes ont été développées pour 1'équation des ondes avec une dissipation
non linéaire et une source polynomiale. Elles consistent & construire une inéquation différentielle.

L’explosion en temps fini découle alors de la résolution de cette inéquation différentielle.

Afin de prouver la non-existence dans ’espace entier, on utilise la «méthode des fonctions
test" développée par Mitidieri et Pohozaev [45]. Notre preuve est basée sur un argument par
I'absurde, en passant par des estimations a priori pour les solutions faibles de (4,1), un choix

adéquat d’une fonction test et un changement d’échelle.

Ce travail comporte six chapitres. Nos contributions se trouvent dans les chapitres 1, 2, 3, 4

et 5.

Chapitre 0 : Dans ce chapitre nous rappelons les outils nécessaires qui sont utiles dans les

chapitres ultérieurs.

Dans un premier temps, nous étudions I’équation de la poutre élastique avec source externe
non linéaire, nous formulons ce probléme comme un probléme d’évolution semi-linéaire abs-
traite et envisager ’existence, 'unicité et la régularité des solutions locales par la théorie des
semi-groupes standard et nous établissons des conditions suffisantes assurant une décroissance
exponentielle de la solution en utilisant I'inégalité de Nakao [48]. En outre, en utilisant un type
d’argument da & Levine [37] et généralisé par V.K. Kalantarov et O.A. Ladyzhenskaya [31] (voir

aussi [51, 52, 53]), nous prouvons que la solution du probléme n’existe pas globalement en temps.



Ceci constitue une premiére contribution acceptée dans DCDIS. Sous le titre "On a Kirchhoff

equation with Balakrishnan-Taylor damping and source term".

Le Chapitre 2 est consacré a ’étude d’une équation non linéaire de Kirchhoff viscoélastique
avec une dissipation de Balakrishnan- Taylor. Nous montrons que la solution décroit de fagon
exponentielle. Notre approche est basée sur les inégalités intégrales et les techniques de multi-
plicateurs de Komornik [32]. De plus, nous montrons que la solution explose en temps fini en
présence de source non linéaire de type polynomiale malgré la présence d’une dissipation extre-
mement forte. Ces résultats ont fait ’'objet d’une publication dans Demonstratio Math Vol 44 No
1, 67-90. Sous le titre "Exponential stability and blow up for a problem with Balakrishnan-Taylor
damping".

Le chapitre 3, concerne aussi le cas d'une dissipation viscoelastique mais sous des conditions
beaucoup plus faibles. Un résultat d’existence globale et de décroissence polynomiale est prouvé
en utilisant les ensembles stables dans le cas d’un terme non-linéaire. Les résultats obtenus
dans ce chapitre étendent le résultat de décroissance exponentielle dans le Chapitre 2. Ici, nous
étudions le cas ou la décroissance de noyau h est polynomiale. Ce travail a fait 'objet d’une
publication dans. Arch. Math. (Brno) 46 (2010), No. 3, 157-176. Sous le titre "Global existence

and polynomial decay for a problem with Balakrishnan-Taylor damping".

Dans le Chapitre 4, nous établissons un résultat de non-existence d’'un probléme viscoélastique
avec une dissipation de Balakrishnan-Taylor et une source non linéaire dans tout ’espace. Ce
résultat est basé sur la méthode des fonctions test développée par Mitidieri et Pohozaev [45].

Nous établissons aussi des conditions nécessaires d’existence locale et globale.

Dans le Chapitre 5 nous donnons des conditions suffisantes d’explosion de la solution d’équa-
tion non dégénérée non linéaire de Kirchhoff avec une dissipation fractionnaire faible en temps
fini, 'outil principal utilisé repose sur la méthode de Georgiev et Todorova et sur une technique

du traitement de terme fractionnaire utilisé par Tatar [66].



Chapitre 0
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons rappeler les notions essentielles, de méme que les résultats
fondamentaux, qui concernent les espaces LP; les espaces de Sobolev, et certains Théorémes
d’existence pour des problémes d’évolution.

Notons par x = (z1, X2, ..., T,) le point générique d’un ouvert 2 de R™. Soit u une fonction
~ Ou(w)

u par rapport a x;.Définissons aussi le gradient et le Laplacien de u, respectivement comme suit

définie de © & valeurs dans R, on désigne par D'u () la dérivée partielle de la fonction

n 2

_Ou Ou ou 2
V“_(axl’a@’“"axn) et |vul _;

Au(r) = S L) (82“ A @> ().

2 2 2
—~ Ox; Ox{  0x3 Ox?

ou
(93:z-

On notera par C'(Q) 'espace des fonctions continues de € & valeurs dans R, (C'(2))™ est espace
des fonctions continues de €2 & valeurs dans R™, C), (ﬁ) I’espace des fonctions continues et bornées

sur , on le munit de la norme ||.||__;

[ul| o = sup |u (z)]
z€Q

Pour k > 1 entier, C* (Q) est 'espace des fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la dérivée

d’ordre k est continue sur €2.

Ck () est 'espace des fonctions de C* (), dont le support est compact et contenu dans €.

9



Chapitre 0. Préliminaires

Nous définissons aussi C* (ﬁ) , comme l'espace des restrictions &  des éléments de C* (R™) ou
bien comme étant I’espace des fonctions de C* (), telle que pour tous 0 < j < k, et tout

zo € 02, la limite lim D’u (z) existe et dépend uniquement de .

T—T0o

Cge (£2) ou bien D (), est I'espace des fonctions indéfiniment différentiables, a supports compacts

qu’on appelle espace des fonctions test.

0.1 Espaces [*

Soit © un ouvert de R, muni de la mesure de Lebesgue dz. On désigne par L' (Q) I'espace

des classes de fonctions intégrables sur 2 a valeurs dans R, on le munit de la norme

nwy=4mex

Soit p € R avec 1 < p < 400, on définit I'espace des classes de fonctions LP (§2) par

LP (Q) = {f : Q — R, f mesurable et / |f ()P dx < +oo}
Q

\wm:(éwwwmf

On dit qu’une fonction f :  — R appartient a L} () si flx € LP () pour tout compact
K c Q.

Sa norme est

Remarque 0.1 L’espace L? muni du produit scalaire

%mzémijeﬁ@)

est un espace de Hilbert.

Définition 0.1 Soit X un espace de Banach, 1 < p < oo et [0,T] un intervalle de R. On appelle

espace de Lebesgue a valeurs dans X et on note LP (0,T; X)) lespace des fonctions f :0,T[ — X,

10



Chapitre 0. Préliminaires

mesurables qui vérifient

1
. . T P
i) Si1<p<oo, (IR A)" =1 lora < o
i) Si p=o00, supessior(|fx = HfHLoo(o,T;X) < 00.

Proposition 0.1 L7 (0,75 X) muni de la norme | f[por.x), 1 < p < o0 est un espace de

Banach.

0.2 Espaces de Sobolev

0.2.1 Dérivée faible

Définition 0.2 Soit Q un ouvert de R, et 1 < i < n, u € LlloC (Q) une fonction a une i-éme

dérivée faible dans Li, . (Q) s’il existe f; € L}, (Q) telle que pour toute ¢ € CF° (Q) on ait

loc

[u@op@ar == [ fi@e@a

1

e (2) au sens des distributions,on écrira

Cela revient a dire que f; est la i-éme dérivée de u € L

ou

fi
0.2.2 Espace W17 (Q)
Soit © un ouvert quelconque de R™, et p € R, 1 < p < +o0, 'espace WP (Q) est défini par
WP (Q) ={u € LP(Q); tel que du € L (Q),1 <i<n}

ou 0; est la i-éme dérivée faible de u € Ly, (9).

On pose
H'(Q) =W (Q).

11



Chapitre 0. Préliminaires

0.2.3 Espaces W7 (Q)

Soit © un ouvert de R”,m > 2 et p un nombre réel tel que 1 < p < 400, on définit WP ()
comme suit

WmP(Q) ={u e LP(Q) tel que D*u € LP (Q), Va,|a| < m}

ot a €N |a| = aj + ... + a, et D% = 9{*...0%" est la dérivée faible de u € L}, () au sens de
la Définition 0.1.

L’espace W™P (1) est muni de la norme

[ullyme = llull o + Z 1 D%ul|

0<|a|<m

On pose
H™(Q) = W™2(Q).

Remarque 0.2 Les espaces H™ (2) sont des espaces de Hilbert avec le produit scalaire

(U, 0) gy = (w,0) 2 + Z (D%, D*v);> pour u,v € H™ ().

0<|a|<m

0.2.4 Formule d’intégration par parties et formule de Green

Définition 0.3 Soit u et v deux fonctions de H* (). Pour tout 1 <i <n, on a

/ Ou vdxr = —/ v udac+/ vun;ds,
o) 8371 Q 81‘1 90

ot n; (x) = cos(n,z;) est le cosinus directeur de l'angle compris entre la normale extérieure

0 au point x et l'axe des x;.

Définition 0.4 Soit u € H' (Q) et v € H?(Q). Alors on a

/vAudx — / uAvdzx :/ (a—uv — @u) ds.
Q Q 80 5)71 8n

12



Chapitre 0. Préliminaires

Notation 0.1 Soit 1 < p < 0co. On note par q l'exposant conjugué de p 1i.e. % + % =1.

0.3 Inégalités
Lemme 0.1 (Inégalité de Holder). Soit p un nombre avec 1 < p < 400 et soient f € LP () ,g €

L1 (Q). Alors fge L' (Q) et

179l 2y < Il 2oy 9]l agey -
St p=q =2 on aura linégalité de Cauchy-Schwarz.

Lemme 0.2 (Inégalité de Poincaré). Soit Q0 un ouvert borné de R" de frontiére assez réguliére.

Alors
ull, < B[[Vully, pour u € Hy (),

ot B~ = inf||u||7go T

[Vl
llull

Lemme 0.3 (Inégalité de Sobolev-Poincaré [40]). Soit p un nombre avec 0 < p < 400 (n =1,2)

ou0<p< -4 (n>2). Alors il existe une constante C (p, ) telle que

ull 1 < C (0, Q) Vully, pour w e Hy (9).

p+1

Lemme 0.4 (Inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev) Soit w € LP(R)(p > 1), 0 < A < 1 et
A>1— i, alors (1/|z|*) *u € LY(R) avec % = >\+§— 1 et Uapplication u — (1/]z|*) xu € LI(R)
définie de LP(R) dans LY(R) est continue.

0.4 Semi-groupes
Soit (H, |.|) un espace de Hilbert réel.

Définition 0.5 Une famille {S(t)},., d’opérateurs linéaires continus est dite semi-groupe for-

13



Chapitre 0. Préliminaires

tement continu sur H si elle satisfait les propriétés suivantes

i)  S(0)=1d
it) S(t+s)=5(t)S(s),Vt,s >0
iti) limy_o+ ||S(t)r — x|y = 0,V2 € H.
Définition 0.6 Un semi-groupe fortement continue {S(t)},5o sur H est dit de contractions si

ISy < 1, VL >0, ot L(H) désigne Uespace de Banach des opérateurs linéaires continus de
I’espace de Hilbert H dans H.

Définition 0.7 Le générateur infinitésimal A d’un semi-groupe fortement continu {S(t)},5,

dans H est défini par

D(A) = {z € H,limj,_o+ 1 [S(h)z — z] existe}

Az = limy_o+ 7 [S(h)x — 2], Vz € D(A).

Théoréme 0.1 Soit {S(t)},., un semi-groupe fortement continu sur H de générateur infinité-

stmal A. Alors

i)  D(A) est dense dans H

i) A est fermé

iii) Y € D(A),S()z € 1 ([0, +o00[, H) N C ([0, +oo[, D(A))
et on a

%S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax, ¥t > 0.

On en déduit

Corollaire 0.1 Soit {S(t)},5, un semi-groupe fortement continu sur H de générateur infinité-

14



Chapitre 0. Préliminaires

simal (A, D(A)) .Alors, pour tout yo € D(A) le probléme d’évolution homogéne

d
o =Ay, vt >0

y(0) = o

a une solution unique y € C* ([0, +oo[, H) N C ([0, +oc[, D(A)) donnée par

Soit {S(t)},, un semi-groupe fortement continu sur H de générateur infinitésimal (A, D(A))et

soit le probleme d’évolution non homogéne

%:Ay—kf, vVt >0

y(0) = yo

ou f une fonction donnée définie sur [0, 7] a valeurs dans H.

Définition 0.8 Soit fe L'([0,T]; H) et yo € H. On appelle solution généralisée (mild) de (2) la
fonction

y(t) = S(t)yo + /Ot S(t—s)f(s)ds, Vt € [0,T] (3)

On appelle solution classique de (2) toute solution y € C* ([0,4o0[, H) N C ([0,4+00[, D(A)) et
vérifiant (2) dans [0,T].

Théoréme 0.2 Soit fe L'([0,T]; H) alors pour tout yo € H le probléme (2) admet une solution

classique unique donnée par (3).
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Chapitre 1

Sur une équation de Kirchhoff avec une
dissipation de Balakrishnan-Taylor et

une source polynomiale

1.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est d’étudier le probléme aux limites & valeurs initiales suivantes

(= (€ + & IVu ()] + o (Vu (1), Vg (1)) Au

+A% 4+ vA%u; = |ul’ u dans Q x [0, +00)
(1.1)
u(z,0) =wug (z), w (z,0) =u; (z) dans Q

_ Ou —
\ u(z,t) =g (2,t) =0 sur I

ou 2 est un domaine borné dans R™ avec une frontiére réguliére I'. Ici u(t, ) est le déplacement
vertical du point x & I’ instant ¢ sur la poutre. Tous les parameétres &, £;, 0, v et p sont supposés
étre des constantes positives. Lorsque &; = 0 = v = 0, et sans A%u, 1’équation (1.1) se réduit &
une équation d’onde non linéaire qui a été largement étudiée, et plusieurs résultats concernant

'existence et la non-existence ont été établis [10,21,25,31,34,37]. Lorsque &,, {; # 0, 0 = v =0
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et sans A?u, I'équation (1,1) se réduit a 1’équation bien connue de Kirchhoff qui a été introduite

dans [36] pour décrire les vibrations non linéaires d’une corde élastique. L’équation d’origine de

Kirchhoff est )
0%u Eh [t (0u 0%
h— = — — | dr p —

g {po 3z (ag;) x} 22 T
on0<x<L,t>0,u(xt) est le déplacement vertical du point x a 1’ instant ¢, £ le module
de Young de matériel, p la masse volumique, h la surface de la section de la corde, L la longueur
de la corde, py la tension initiale de la corde et f la force extérieure. Kirchhoff [36] a été le

premier qui a étudié les oscillations des cordes tendues et les plaques. La question de I'existence

et non-existence de solutions a été discutée par de nombreux auteurs (voir [47,50,51,52]).

Le modele entre les mains, avec o # 0, a été initialement proposé par Balakrishnan et Taylor
en 1989 [4]. Il n’a pas été bien étudié. On peut citer les articles de Y. You [76] et R. H. Clark
[15]. Dans [76], un probléme analogue pour une équation non linéaire d’une poutre extensible et
élastique avec un amortissement structural a été étudié. Un résultat d’existence globale et un
résultat de décroissance exponentielle ver un ensemble attractif ont été obtenus. Dans [15], le
méme probléme que le notre a été envisagé, mais & nouveau sans le terme source non linéaire.
L’auteur a étudié le comportement asymptotique des solutions. Notamment, un résultat de dé-
croissance exponentielle a été prouvé mais nous soulignons ici que ce qui a été établi est sans une

source non linéaire en interaction avec 'amortissement forte dans ’équation.

Dans ce chapitre, nous allons établi des conditions suffisantes donnant la décroissance expo-
nentielle des solutions et des conditions suffisantes assurant ’explosion en temps fini. Plus pré-
cisément, en utilisant les ensembles "stable" de données initiales, donc les solutions décroissent
de maniére exponentielle & I’état stationnaire. Deuxiéme partie du chapitre est consacrée a 1’eta-

blissement de conditions suffisentes assurant I’explosion en temps fini.

1.2 Préliminaires

Dans cette section, nous formulons le probléme (1.1) sous forme d’un probléme abstrait a

valeur initiale de Cauchy. On désigne par H ’espace de Hilbert, L?(Q) I'espace des fonctions de
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carré intégrable muni du produit scalaire (.,.) et de la norme.||.||,. Nous définissons I'opérateur
linéaire A : D(A) — H par :
Au = A%u pour u € D(A)

ou

D(A) = {u € HYQ) :u(z,t)|p = Z—Z(x,t) r :O}

et les dérivés sont prises au sens des distributions. Cet opérateur linéaire fermé A est auto-adjoint

et défini positif.

Notre probléme (1.1) peut étre écrit de maniére abstraite comme suite

;

W (6 + & A O3+ o (A0 1), AR (1)) A
+Au + v AW = |[ufPu, t>0, (1.2)

w(0) = up, w(0) =wr, u(z,t)|r Ou

\ =5, @0l =0

Ensuite, nous réécrivons (1.2) comme un systéme de premier ordre. A cette fin, on désigne par
V le sous espace fermé D(A) de I'espace hilbertien H*(Q2). et nous définissons I’espace produit
de Hilbert X = V x H. Nous considérerons aussi Pespace X = V x V = D(A) x D(A) avec la

norme du graphe. Enfin, nous définissons 'opérateur linéaire A par

0 I
A= :D(A) — X, avec D(A) =V xV,
-A —vA

ou I est 'opérateur identité sur V, et F' par

u 0
2
v a1 — (50 +E HA%U (t)H2 . (A%u (1), A (t))) Ady
(bien str |u|”u doit avoir un sens, des conditions seront imposées par I'inégalité de Sobolev-

Poincaré, voir le lemme 0.3 ci-dessous, nous verrons que u est dans LP™2). Il est maintenant clair

que le probléme (1.2) peut encore étre formulé comme un probléme & valeur initiale du premier
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ordre semi-linéaire.

U u(t u(t
4 A O @ >0,
e\ y v (t) v (t)
(1.3)
u (0 U
O\ _(w)_,
L\ v (0) Vo
: u (t) Uo :
ol vy = uy. Soit w(t) = et wy = . Alors le probléme (1,3) peut étre réécrit
v (t) Vo
comme suit
%w — Aw+ F(w), t>0, w(0)=uwp € X, (1.4)

On peut démontrer que 'opérateur — A est un opérateur sectoriel (voir D. Henry [25]) et que
A engendre un semi-groupe de contractions analytique qui sera désigné par {S(t) : t > 0}. En
outre, A a une résolvante compacte. F' : X — X est localement lipchitzienne et bornée. Par
conséquent, par la théorie des semi-groupes standard, nous avons 'existence locale suivants et la

régularité (voir [55,57,72,76]).

Lemme 1.1 Pour tout wy € X, il existe un T = T (wp) > 0 tel que la solution généralisée w(t)

de Uéquation (1.4) avec la condition initiale w(0) = 0 existe et est unique pourt € [0,T], et
w e C(0,T}; X) N CH((0, T); X) N C((0,T); X).

Si wy € X, alors cette solution généralisée est une solution classique du probléme (1.4) pour

te0,7].
Ensuite, nous présentons les lemmes bien connus suivants qui seront nécessaires plus tard

Lemme 1.2 (Nakao [49]). Soit ® (t) une fonction non croissante et positive sur [0,T], telle que

D) <w(P(t)—P(t+1)) sur(0,T], wo> 1.
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Alors, nous avons

ol

In ([ —22
wi =1n )
! wo—l

1.3 Décroissance exponentielle

Dans cette section, nous allons démontrer la décroissance exponentielle des solutions du pro-

bléme (1.1). Nous définissons 1’énergie du probléme (1.1) par

2
B() = |+ (g + & S IV ull®) [Vl + | Aul® — P lullp s - (1.5)
Lemme 1.3 E(t) est une fonction non croissante sur [0,00) et
2
E'(t)=—20 (m | Vul ) — || A (1.6)

Preuve: En multipliant ’équation (1.1) par u; et en intégrant sur 2, on obtient (1.6). =

Maintenant soit

L(t) =& IVull® = Jlullis,

§
L(t) = & I Vul® + | Au|? + 31 IVl = [l (1.7)
J(t) =& |IVull® + || Aulf? L h IIV [is ——H [Faes
alors
B(t) = ||| + J(t) (1.8)
et

sl — 25 |Vl + | Aul?

p+2

J(t) > & ||Vul* +

p+2

(1.9)
> 20 |[Vull® + 251 + | Au.
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Nous définissons le puits de potentiel par

p+2

W= {u/ hu(t) = &IVal® = Jul253 > 0} u {0},

Lemme 1.4 Soit u la solution de (1.1). Siug € W et

o =

C(p, Q)P+ 2 o/
(. ) (p+ E(O)) <1, (1.10)
p
alors u(t) € W, pour chaque t € [0,T]. Ici C(p, ) est la constante de Sobolev-Poincaré.

Preuve: Soit ug € W, alors [ (ug) > 0. Par continuité, il existe T,,, < T telle que I1(u(t)) > 0

pour tout ¢ € [0,7,,]. Par conséquent, a partir de (1.8), (1.9) et le lemme 1.3, nous avons

& IVl < ]%J(t) <P 2y < P2 g0,

Cette relation, ainsi que le lemme 0.3, implique que, pour t € [0, 7],

[ul2F5 < C (p, Q"7 || Vu|"*? <

C (p, Q)P (p +2

p/2
2
2L (2 E<o>) & V.

Il vient de notre hypothése sur o que

lullh5 < oo [Vull® < & |IVul®, ¥t € [0, T]. (1.11)

p+2

Donc I1(t) > 0, Vt € [0,T,,], ce qui signifie que u(t) € W, Vt € [0,T,,] . En répétant la procédure,
T,séendaTl. m

Lemme 1.5 Si u vérifie les hypothéses du lemme 1.5, alors il existe n tel que 0 <n < 1 et

1 1
€o HVU”2 <-I1 < 5[2-

3

En réalité, nous pouvons prendre n =1 — a.
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Preuve: On peut écrire

2 2 2 2 2
o IVull® = llullyys = (1 = m)éo IVl = [lully3; + néo | Vul* = L.

Donc si n = 1 — «, 'identité {a§0 | Vul]® — ||u||§ig} + 1&, |Vul|* = Iy, la définition de I et

1 1
(1.11) nous donnent : & |[|[Vu|®> < =1, < =1,. =
n n

Maintenant, nous sommes en position de prouver notre premier résultat

Théoréme 1.1 Supposons ug € W et (1.10) est vérifiée, alors nous avons [’estimation suivant
E(t) < E(0)e™ sur [0,00),

pou une constante appropriée ¢ > 0.

Preuve: En intégrant (1.6) sur [t,¢ + 1], nous obtenons

t+1 1d 2 t+1 )
Blt) — E(t+1) :20/ (§E||Vu||2) ds+2u/ A2 ds. (1.12)
t t
Posons
E(t)— E(t+1) = D(t)%. (1.13)

Il existe ¢; € [¢,¢+ 1] et to € [t + 2, ¢ + 1] telles que

1d

2

En multipliant (1.1) par u et en intégrant les deux membres de 1’équation obtenue sur €2 X [ty o],

on trouve

t2
/ {&o IVull® + | Aul® + & | Vul* = [JulP13}dt
t1

to to 2}
= —/ /uttu dxdt — O’/ / V' V. ||Vu)|? dedt — y/ / A Au dzdt.
t1 Q t1 Q t1 Q
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La définition (1.7) nous permet d’écrire

fttf L(t)dt < — fttf Jo unudzdt — v ttlz Jo Av' Audzdt

(1.15)
—o [2|Vul® [, V' Vudadt.
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité e-Young, on obtient
to to
—/ /Au’.Au d:cdtg/ A | A dt (1.16)
t1 Q t1
et pour 1 > 0
2 2 2 4 I 2
—/ |Vull /Vu'.Vu.da:dtSal/ | V| dt—i——/ (Vu', Vu)“ dt. (1.17)
t1 Q th der Jy,

Ensuite, par intégration par parties et de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

— fttf Jo unu dedt <

S22 Joyvr dat]
= o 0 (t2) ) — o (1) w ()} o — [ )
< Jo A ()] (82)] + [ (82)] fu (t2) [} dae + f o) da
< (Jo I (1) d2)* (Jy (1) )

+ (foy ! (E)P da)® (foy u (B)[2 ) ® + [ o]

et par l'inégalité de Poincaré, nous voyons que

t2 ) t+1
—/ / uyu drdt < B? Z ) |V ()] || Vult:) || + BQ/ |V dt (1.18)
t1 Q = t

ou B~ e = Inax {lanu”?go ”HUH ,lnf”u/”;,éo ””vu?f” 71anVu’||;é0 ”Vu’H} De (1.15)-(1.18) il résulte que

J2 B(tde < B2 IV ()| [Vuts) || + B2 [ [ Vo[ dt
(1.19)
+o [ | A [|Aull dt + o2y [ |Vl dt+—ft2 V!, Vu)? dt.
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Notons qu’en vertu de (1.8) et (1.9) nous avons E(t) > 0.
En outre, nous avons par l'inégalité de Poincaré, (1.8), (1.9), (1.14) et le fait que E(t) est

non-croissante que
2
IV () IVut)l < B [[Ad' (&) [[Au(t:)| SBQ\[ sup +/E(s)
v se[t t+1]

B? %D(t)E(t)W.

IN

Ainsi, par I'inégalité e—Young, on peut écrire

B ||V (6)]][|Vult ~>||§2B4\@D<t>E<t>W§§D<t>2+50E<t>.

Vey

En outre, en vertu de l'inégalité de Poincaré, (1.12) et (1.13), nous voyons que
t+1 ) t+1 ) B4
Bz/ |V ||” dt < B4/ A" dt < 2—D(t)2.
t t v

En outre, comme 1/2 <ty —t; < 1, les relations (1.12), (1.13) et (1.5) impliquent que

& 4 o b2 2 1
051/ |Vu|* dt + —/ (Vu', Vu)* dt < —D(t)* +
t1 451 t 861

20'81

&1

E(t)
et par (1.8), (1.9), (1.12) et le fait que E(t) est non-croissante, pour €5 > 0, nous avons

t2
y/ |AY|| [[Aul|dt < —/ |AW||? dt + vey sup  ||Au(s)|?

t1 s€[t,t+1]
< —D E(t
< DO+ veaEe)

Tenant compte de toutes ces estimations dans (1.19) on obtient

/t2 L(t)dt < c;D(t)? + 2 E(t) (1.20)

t1
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ou

288 N B 1 1

¢ = — — + —
Vey 2v 881 882
20’51
ca = €&+ + ves.
&1
D’autre part, de (1.5) et (1.7) nous avons
+4 pg 2
B < W)+ o)L + 20 vy
@) < )P + () + P59l
et avec I'aide du lemme 1.5, nous avons
4
B < [lu)? + L2, (1.21)
(p+2)n
Intégration (1.21) de ¢; a t2, on obtient
to to 4 t2
/ E@t)dt < / Il dt + w/ Lo(t)dt (1.22)
h t P+2)n Ju
B4 4 to
< 2 D)2+ w/ L(t)dt.
2V (p + 2) 77 t1
11 est clair que, I'intégration de (1.6) sur [t, t3] donne
/14 2\’ & 2
E(t) :E(t2)+20/ (—— | Vull ) +2y/ | A", (1.23)
) 1
et puisque ty — t; > 37 alors
to 1
/ B(t)dt > B (1) (1.24)
t1
Puis, a partir de (1.12) - (1.13) et les deux derniéres relations (1.23) - (1.24), nous avons
t2
E(t) < 2/ E(t)dt + D(t)*. (1.25)
t1
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Cette relation (1.25), a son tour avec (1.20) et (1.22), donne

E() < (B; L 1)D()? + 201%0@)2

et donc

Ainsi, en choisissant

20 )—1 (p+2)(1—a)
4(

co=€1=¢€yg=¢ec=|14+—+v
0= =82 ( 3 p+4)(1—a)+2p

nous arrivons a
E(t) < c3D(t)?

B! (p+4)n+p

ol cg = 2 (7 +c T2 + 1) > 1. Cest-a-dire

E(t) <cs(E(t)— E(t+1)) pourt>0.
Ainsi, en appliquant le lemme 1.2 avec ®(t) = E(t), il s’ensuit que

E(t) < E(0)e™ ™" sur [0,00), (1.26)

N ( C3 )
olcy =In 1) ]
C3 —

1.4 Phénoméne d’explosion

Dans cette section, nous montrons que la solution du probléme (1.1) explose en temps fini. A

cette fin, nous utilisons la méthode de "Concavité" de Levine (voir [31, 37,51]). Nous définissons
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la fonction G(t) par

G(t) = Hu(t)”2 Ty {fg HAUH2 ds + (Ty — t) HAU0“2} L2

+g { L Ivul ds + (T — ) [Tuol*} + B (¢ +7)°

pour t € [0,7p], o Ty > 0, f > 0, et 7 > 0 sont des constantes positives qui seront précisées

plus tard. Nous commencons par démontrer la propriété suivante

Proposition 1.1 Si E(0) <0 et p > 2, la fonctionnelle G(t) satisfait

GG (t) — (2%2 + 1) ()2 >0 on [0,Ty).

Preuve: Dérivant la fonction (1.27) par rapport a ¢ le long des solutions de (1.1), on obtient

G'(t):2{(u,u')+v/0 (Au, Au) ds—i—%/o %||Vu||4ds+ﬁ(t+7')}

et

G (1) =2 { !> + 2 — & 1Vl — & [ Vul* = 1Al + 5} (1.28)

En vertu des expressions (1.5) et (1.6) nous avons
2 _pt2 + 2 2 2 £ 4 2
72 = (Hu'u 46 IVl + 52 [Vl + [l Aul? - E(t))

et donc

p+2 p+
p+2 2

+/t 7 (4w 2+2 Y
; 2 dt u 1% u S .

o2+ o 1 9u” + &2 o [ Vull* + | Aul* - E(0) (1.29)

i
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Tenant compte de (1.29) dans (1.28) on obtient
367(t) = 2 1 {5 (£ 1Vul?)’ + 20 |ad|* s + (5 +2) ']
56 IVull® + 226, [ Vull* + § |1 Aul® + 5 — (5 + 1) B(0).
Soit f = —FE(0) et p > 2 alors
568 = (5+1) Jy {5 (& I9lP)” + 20 A} ds + (3 +2) ')
+5& [IVull” + 22¢, [ Vull* + § 1 Aul® + (5 +2) .

Ainsi on trouve

60> (2 +1) {||u’||2+5+ / t ds} >0.

Si nous choisissons 7 assez grande de sorte que G'(0) = 2 {(ug,u1) + 7} > 0. Alors G”, G'G et

2
2 (G IvulF) +vlavy?

G sont strictement positives. Désignons par

t
b= O+ [ {GIult+vau s+ 0+,

t t
d
B = (u,u’)—i—V/ (Au,Au')ds+g/ — | Vul||*ds + B (t + 1),
; 4 ), dt

2 ¢ 2 o [*(d 2 2
C = || +V/ | AY| ds+—/ (—HVuH) ds + 3.

De toute évidence,

A<GH) et C<G"(1))(p+2) et B=G(t)/2. (1.30)
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Maintenant, nous observons que, pour tous (p,n) € R? et t > 0

Ap? + 2Bpn + Cn?
= [u(®)” + 257 Jo [ Vul*ds + 0 [y v | Aull® ds + B (¢ + 7)?
+2pm (u,u') + 2pnv fot (Au, Au')ds + £ fot 4\ Vul*ds + 2omB (t +T)
o |* + v fy 1A | ds + B2 [ (4 ([ Vul®)’ ds + 7?3

ou
Ap® + 2Bpn + Cn? = {p? |lu(®)||* + 2 (pu, nu') + 0 ||| *}

+v [y {1 Aull* + 2 (pAu, pAu') +n? | Au/|*} ds
+5 o {2 IVl + 20 |Vl (5 [Vul®) + n?(5 [ Vul*)?} ds
+B{P2 (t+ 1)+ 2o (t+7) +7n?}.
Cette identité peut étre écrit sous la forme
Ap® + 2Bpn + Cn? = [o [pu(t) +n ()] dz + B p (t +7) + )’

2
v [ [ [pAu(t) + nAd' (1)) deds + S [ [p | Vul]® + (L [ Val)] ds.

Il est facile de voir que Ap? + 2Bpn + Cn? > 0 et
B? - AC <0. (1.31)

Ainsi, on obtient de (1.30) et (1.31) que %G;’(t) —1G'(t)*> 0 ou

GG (t) — (1%2 FOG)? > 0 sur [0,T)) (1.32)

La preuve de la proposition 1.1 est maintenant compléte. m

Ensuite, nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 1.2 Supposons que p > 2 et que F(0) < 0, alors la solution u locale du probléeme

(1.1) ne peut étre continuée au dela d’un temps fini T > 0. En outre, le temps final T,, est
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estimée par

T < [(2 = p)E(0)]
x {2 | Auo|* = o [ Vuo||* = (p = 2))* + (p = 2)(=E(0)) [luo|*}> (1.33)

+2v || Aug||* + o [ Vuo||* = (p — 2)(ug, ua)] .

L '
Preuve: L’inégalité (1.32) nous permet de déduire que <G(t)’pT’1G’(t)> > 0. Ainsi, par

intégration on obtient
p—2 4 - - 2 GI 0 t
0< G < G(0) (pp_Z) (0)
4G(0)x 1

d’ou on tire \

AG(0) "+ P
Gt) 2 {4G(0) - 2)G’(O)t} '

4G(0
Si nous choisissons 7 comme dans la Proposition 1.1 et Ty de telle sorte que 0 < % <
p —
Ty, alors lim;_,z,— G(t) = 400, c’est a dire
2 ‘(o 4 2
lim {Hu(t)H +/ {— |Vul]” 4+ v || Aul| }ds} = +o00. (1.34)
t—To— 0 2
Ainsi, il existe un T tel que
0<T<Tyet lim {IIVul* + || Au|’} = +o0. (1.35)

2
I

En effet, si limy 7 ||u(t)||” = +oo alors lim; . {HVUH4 + HAuHQ} = +o00. D’autre part, si

limy_7_ ||u(t)||* < +o0, alors nous voyons de (1.34) que

t
sup {||Vull* + || Aul"} Tp > lim / {IIVull" + | Aau]*} ds = +o0,
0<t<Ty t—T— 0
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ce qui établit (1.35). Enfin, il nous reste & démontrer 'estimation (1.33) énoncée dans le théoréme.

Comme E(0) < 0 et 7 est suffisamment grand, nous avons

G'(0) = 2 {(ug,u1) + (—E(0)) 7} >0

4G(0)

(EETR

et 0 <

. 2 {lwlf + (CEO)} 4
™ (p = 2) {(uo, ) + (~E(0)) 7} — 20 [ Auol]” = 7 [ Vo]

T (7).
En outre, on trouve 7' (7) puis on prend son minimum sur 'intervalle (0, +00) atteint en

— -1 2
=71 =CEQ7 [{ (2v || Ao || + o [|Vuo||* = (p — 2) (o, ur))

o= 2) (~EO) uoll*} + 20 [ Auol® + o [ Vol = (0 = 2) (o, w1)]

Donc, si nous prenons T = T (1), nous arrivons a la conclusion que 1’énoncé (1.33) dans le

théoréme est vrai. La preuve du théoréme 1.2 est maintenant terminée. m
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Chapitre 2

Stabilité exponentielle et explosion en
temps fini pour un probléme avec une

dissipation de Balakrishnan-Taylor

2.1 Introduction

Il est bien connu que les matériaux viscoélastiques présentent un amortissement naturel qui
est d a la propriété particuliere de ces matériaux pour garder la mémoire initiale. De point de vue
mathématique, ces effets d’amortissement sont modélisés par des opérateurs intégro-différentiele.

L’objet de ce chapitre est d’étudier le probléme a valeurs initiales suivantes

[~ (G + & [Vu ()] + 0 (Vu (1), Vur (1)) A

—i—fgh(t — 8) Au ds = |u’ v dans Q x [0, +00)
(2.1)

u(z,0) =wug (z) et u (z,0) = uy () dans Q

u(z,t) =0 sur T

\

ou {2 est un domaine borné de R"™ avec une frontiére réguliere I'. Ici h représente le noyau

de la mémoire. Tous les parametres £, ;, 0 et p sont supposés étre des constantes positives.
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Lorsque £, = 0 = h = 0, ’équation (2.1) se réduit & une équation d’onde non linéaire qui a été
largement étudiée, et plusieurs résultats concernant 1’existence et la non-existence ont été établis
5,21, 25,31, 34]. Lorsque &,,{; # 0, 0 = h = 0, ’équation (2.1) se réduit a I’équation bien connue
de Kirchhoff qui a été introduite dans [36] pour décrire les vibrations non linéaires d’une corde

élastique. L’équation d’origine de Kirchhoff est

h82u +Eh L/ ou 2d 82u+f

P [ _ €T _

o =\ o1 J, \oz 922 7
on0<z<L,t>0,u(zt)estle déplacement vertical du point = a 1" instant ¢, E le module de
Young de matériau, p la masse volumique, h la surface de la section de la corde, L la longueur
de la corde, py la tension initiale de la corde et f la force extérieure. Kirchhoff [36] a été le

premier qui a étudié les oscillations des cordes tendues et les plaques. La question de I'existence

et non-existence de solutions a été discutée par de nombreux auteurs (voir [38,40, 47, 48,50 —51]).

Le modéle entre les mains, avec 0 # 0 et h = 0, a été initialement proposé par Balakrishnan et
Taylor en 1989 [4] et Bass et Zes [10]. Elle est liée a I’équation de vibrations aéroélastiques et au
probléme de débordement. Jusqu’a présent, il a été étudié par Y. You [71], RH Clark [15] et Ne.
Tatar et A. Zarai [66]. Dans le cas ot 0 = 0 I’équation (2.1) décrit le mouvement d’un solide défor-
mable avec un effet héréditaire. Ce phénomeéne se produit dans de nombreuses situations pratiques
telles qu’en viscoélasticité. Encore une fois, on peut trouver plusieurs articles dans la littérature

en particulier sur la stabilité polynomiale, exponentielle, voir [2,11,13,14,21,25,16,40,42,53].

Une question importante du comportement asymptotique des solutions a été soulevée par
Clark dans [15]. Il a prouvé que la solution décroit exponentiellement a 1'état d’équilibre a
condition que nous ayons une dissipation forte de la forme Aw,. Dans ce chapitre nous avons
amélioré ce résultat en établissant des conditions suffisantes donnant la stabilité exponentielle
des solutions sous une dissipation faible, notamment la dissipation viscoélastique due & la matiére
elle-méme et en présence d’une source non linéaire. Cette source non linéaire, bien str, sera en
concurrence avec les deux types de dissipation. En outre des conditions suffisantes assurant
I’explosion en temps fini sont établis. Plus précisément, en utilisant les ensembles stables on

montre que la solution décroit de maniére exponentielle & I’état stationnaire. Pour le second
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résultat, on montrera que la solution explose en un temps fini pour des données initiales assez

grandes.

2.2 Préliminaires

Dans cette section, nous présentons des lemmes bien connus qui seront nécessaires plus tard.
Premiérement, nous allons simplifier la notation comme suit |.[[, = [|.|| 1, o) ot LP(£2) est I'espace
habituel de Lebesgue et pour p = 2, nous allons omettre l'indice 2, qui est ||.|| = ||.||, . Le produit

scalaire dans L? est noté par (.,.).

Lemme 2.1 (Voir[32]). Soit E(t) une fonction non croissante et non négative définie sur [0, 00),
81

/ E(t)dt = CE(S), ¥S > S,
S

pour des constantes Sy, C' > 0, alors

E(t) < E(0) exp <1 - ) )

So+C

Lemme 2.2 [38] SiJ (t) est une fonction non-croissante sur [to, 00) ; to > 0 et satisfait l'inégalité
différentielle
J ()2 >a+bJ (t)2+% pour ty >0 et v >0,

oua>0,b<0, alors il existe un temps fini T tel que

lim J () = 0

t—T

et la borne supérieure de I’ est estimée par

T§t0+\/%_bln[ —ib<\/—zb_J(to))_1]'

ici J (to) <min{1, _b}
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Maintenant, nous énoncons les hypothéses générales

(A1) h: R™ — R est une fonction bornée de classe C* satisfaisant

50—/ h(s)ds=1/¢>0,
0
(A2) II existe une constante positive k telle que

W (t) < —kh(t), t > 0.

2.3 Deécroissance exponentielle

Dans cette section nous allons démontrer la décroissance exponentielle des solutions du pro-

bléme (2.1). Nous définissons ’énergie du probléme (2.1) par

E(t) = [W/|* + (& + $ [IVull®) [Vull® + (hOV) (1)

(2.2)
= Jy h (&) IVu@)I*ds — ;25 [lully 3, t > 0.
ou
¢
(W) (£) = / hit—s) / IV (s) — Vu (8)| dads.
0 Q
Lemme 2.3 E(t) est une fonction non-croissante sur [0,00) et
1 2
E'(t) = =20 (th | Vul| ) + (WOVu) (t) — h(t) |[Vu|* <0, ¢t > 0. (2.3)

Preuve: En multipliant ’équation (2.1) par u; et en intégrant sur (2, on obtient

2 2 2 2
S LI + (o + $ I9ul) [0l - 525 ulis )

+o (A4 1VulP)’ = [, V! [Lh(t— s) Vu dsdz = 0.
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On remarque que

— o VU [y h(t = 8) Vu dsde = 14 [(hDW) (t) = Jo b (s)ds || Vu ()]

1
2

—1(WOVu) (t) + 3 (8) || Vul®

ou

(hOVu) (t) = /0 h(t—s) /Q |V (s) — Vu (t))” deds.

La relation (2.3) suit a la fois. m

Maintenant, soit
! 2 & 4 2 p+2
F(t) = (& — i h(s)ds) [[Vul” + 5 [Vull” + (ROVu) (t)—mIIUHW (2.4)

alors

Et) = ||| + F(¢). (2.5)

Nous définissons le puits de potentiel par

p+2

W = {u / I(u(t)) = €|V = |ul2 > o} u{o}.

Lemme 2.4 Soit u la solution de (1.1). Siug € W et

o SO (222

p+2
p

p/2
pre E(O)) <1, (2.6)

alors u(t) € W, pourt € [0,T]. Ici C(p,2) est la constante de Sobolev-Poincareé.

Preuve: Soit ug € W, alors I(ug) > 0. Par continuité, il existe T,, < T telle que I(u(t)) >0

pour tout ¢ € [0,7T,,]. Par conséquent, & partir de (2.4), (2.5) et le lemme 2.3, nous avons

MWWSQrAh®@MWWS%?ﬂﬂS——MU<——HW (2.7)
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Cette relation avec le lemme 0.3, impliquent que, pour ¢ € [0, T,,,],

Cp79p+2 D42 p/2
Julf33 < € oy val® < SR (PE250) T evale,

Il vient de notre hypothese sur a que

p+2

t
[ull255 < ol ||Vul® < (& —/ h(s)ds) | Vul* < £[|Vul®, ¥t € [0,T,] . (2.8)
0
Donc
I(t) > 0,vt € [0,T,,],

(inégalité stricte) ce qui signifie que u(t) € W, Vt € [0,T,,] . En répétant la procédure, T;, s’étend
de maniére croissante jusqu’a ce qu’il atteigne 7. m

Maintenant, oon démontre notre théoréme.

Théoréme 2.1 Supposons ug € W, uy € L*(Q) et (2.6) est vérifiée, alors nous avons l’estima-
tion sutvante

E(t) < E(0)exp (1—Ct), V¢t > 0.
pou une constante appropriée C > 0.
Preuve: Intégrons (2.2) sur [S, 7], on obtient
Js Bt)ydt = [q |W/|*dt+$ [o |Vu]*dt + [ (hOVu) (t) dt

T
+ [5 (€ — [3 R (s)ds) | Vu (1)] dt—p+2fs | ||g1§dt

(2.9)

Nous allons maintenant utiliser des techniques de multiplicateurs pour estimer tous les termes
de (2.9). Multipliant les deux membres de ’équation (2.1) par u et intégrant sur Q x [S, T'], nous

obtenons
Jo (& = Jy h(s)ds) [Vl + & [ Vul|* — |Jul23}dt

= — [T [ w'udadt — o fST IVul® [, Vo' Vu.dedt
+ fsT fQ Vo (t fo (t —s)[Vu(s) — Vu(t)] dsdxdt.
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par intégration par parties on obtient

T T
—/ /u"ud:pdt:/ ||u’||2dt—/ u’(t)u(t)gdm
S Q S Q

nous pouvons écrire

Ja (& — Jih(s)ds) |[Vu ()| dt = [¢ || dt
—o [5 IVul® [, V' Vudedt — [, ' (¢)u(t)|§ do + [o |ul?73dt (2.10)

—& STVl dt + 2 [Vt [Th (= s) [Vu(s) — Vu(t)] dsdadt.

Nous commencons par le terme mémoire. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité

e-Young, on obtient
fgfg Vou (t fo (t —s)[Vu(s) — Vu(t)] dsdxdt
< [ IVu@]] fo b (t = ) |V (s) — Va(t)| dsdzdt (2.11)
2
% J5 IVu?dt + 55 f5 (Jy (e = s) [ Vu(s) = Vu(t)| ds ) dt

pour un certain €y > 0.

Rappelant que b’ (t) < —kh (1), et en utilisant (2.3), nous voyons que

s (fJ At —3) |V (s) — Vut)] ds) " dr
<Js (fo yds) (Jyh (= 5) [Vu(s) = Vu()|ds) dt
< (7 h(s)ds) J§ (Jo b (= 9) IVuls) = Vu®)|*ds) dt (2.12)
<—E (I n(s)ds) J3 (Jy b (2 = ) IVu(s) = Fult)|* ds ) de

< —L([*nh(s)ds) [5 E'(t)dt < 2LE(S).

38



Chapitre 2. Stabilité exponentielle et explosion en temps fini pour un probléme

avec une dissipation de Balakrishnan-Taylor

Par conséquent, de (2.11) et (2.12) il en découle que

JT LU — 8) Vu (t) [V (s) — Va ()] dsdzdt

o [ Vu(t)|? dt + 2L E(S).

2e0k

Ensuite, nous notons que de (2.4) nous avons

F(t) = —— {(50 - / h(s)ds) [|Vull® + (hOVu) <t>} + S

ce qu’il implique
(p+2)

—Jyh

et par conséquent, & l'aide de I'inégalité de Poincaré

IVul* <

dS)E(t)

< (p+2)B

2 < B||Vaul?
|ul|” < B|Vul| p;

E(1)

ou B est la constante de Poincaré.

Par application de I'inégalité (2.16) sachant que F'(t) > 0, il vient

/Qu’ (t)u(t)de| <

<5 I+

2 pl

Ensuite, a partir de (2.17) et le fait que E(t) est non-croissante, on déduit que

- [wwutars (1+ 2228 )

pl

Maintenant, en utilisant (2.8), il est facile de voir que

T
/ Hquigdt<a/ (|| Vul? dt<a/ / s)ds) || Vul dt
s s

et pour g1 > 0

T T
—0/ 1V u? /Vu Vu.drdt < “281 HVuH‘ldt—l—%/ (Vi Vu)? dt.
1JS
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Gréasse a la formule (2.3) on a
g 2 oer [T 4 1
—0’/ |Vull /Vu'.VudmdtS —/ |Vul||* dt + —E(S5). (2.20)
s Q 2 Js e
Tenant compte des estimations (2.13) et (2.18) - (2.21) dans (2.10), il vient
T
Js (€= Jo i (s) ds) [IVu ()] dt

< fo WP dt+ 2 [5 |Vu@)|]®dt +a [3 (& — [y b (s)ds) ||Vl dt

1
25 [ IVl et g B(S) o+ (14 528 4 ) BOS) = 4 [ [Vl dr

Si on pose g9 = (1 — ) fo , alors nous avons

S5 (€= Ji h(s)ds) | Vu (8)] dt

< 2 [ P de+ 2% - &) fg [ Vul* dt (2.21)

1
2 (p+2)B Eo—2
+1is (1 to T Bt g(ﬁam) E(S).

Maintenant, en multipliant les deux membres de ’équation (2.1) par f(f h(t—s)[u(s)—u(t)ds

et en intégrant sur Q x [S,T], on trouve

Jo Jou [T (t—5) [u(s) —u(t)] dsdzdt

— J5 G+ & NVu@®® + 0 (Vu(t), Vu, (1))

X Jo Au fy b (t = s)[u(s) = u(t)] dsdedt (2.22)
I3 S (Jy it = 5) Au ds) (Jin e =) () (1)) ds) dede

=[5 folulPu [y h(t = s) [u(s) —u(t)] dsdudt.
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Par intégration par parties, on obtient

fs Jou” fo (t—s)[u(s) —u(t)] dsdzdt
= o (t) LRt — ) [u(s) —u(D)] dsdx‘T
— [o fo @) [T (t = 5) [u(s) — u(t)] dsdzdt + [ (fo ds) ()|t

et une substitution de (2.22) donne

I (f5h<s>ds)uu W2t = [T fo lulu [ (¢ = ) [u(s) — u ()] dsdadt
— Jou'( fo (t—s)[u(s)— u(t)}dsda:)z

+ fs Jou'() fo R (t —s)[u(s) —u(t)] dsdxdt

(2.23)
+J5 G+ & IVu @I +0 (Vu ), Vu (1))
X [ Au f(f h(t—s)[u(s)—u(t)]dsdxdt
fs Jo (fo (t—s) Auds) (fo (t—s) (s)—u(t)]ds)dxdt.
En outre, en vertu de (2,5) et (2,14), nous avons
‘fﬂ h(t—s)u(s)—u(t) dsdx‘
<2 @)+ L J, (fo u(s) —u (D) ds) do
g%E(t)Jr%(fo ds) JEh(t = 5) | Vu(s) — Vu (t)])* ds
< g (et HHE0) BO) < § (o2 + 222 E(S)
pour un certain g9 > 0. Alors,
/ﬂu'(t)/o h(t—s)u(s)—u(t)]dsdx ) < (62 + %2_6)) E(S). (2.24)
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D’autre part, nous avons

fST fQ u'(t) fot B (t —s)[u(s) —u(t)] dsdzdt
) fS 't “ dt + o fs Ja (fo W (= s)[|u(s) —u(t)] d8>2dxdt

pour un certain e > 0. Puisque 2/(t) < 0, la relation (2.3) implique que

o (IR 6= ) () = w (1) ds)

= o (/T E = E— ) uls) —u (@)l ds) da
< — N (s)ds JL (I (= ) u (5) = u (1) ds

< —h(0) JLH (¢ — ) Ju(s) — u (D)2 ds

< —h(0)B fot W(t—s)||Vu(s) = Vu(t)| ds

< —h(0)B (WOVu) (t) < —h(0)BE'(¢).

Par conséquent

fST fQ w'(t) f(f R (t —s)[u(s) —u(t)] dsdxdt

OB (g,

. (2.25)
<5 Js It )? dt + 128

253

Par ailleurs,

JE o+ & IVu ) + 0 (Vu(t), Vau, (t)))

X [ Au [3h(t—s) [u(s) — u(t)] dsdwdt

= & [ [o Vu [y h(t—s)[Vu(s) — Vu(t)] dsdedt
—fsTél IVu ()2 [, Vu [ b (t = 5) [Vu(s) — Vu (1)) dsdadt

—Jso ), Vg (1) o Vu [Lh (= ) [Vu(s) — Vu (t)] dsdadt.
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L’application de I'inégalité e-Young et la relation (2.7) et (2.3) donne
fST (fo + & [[Vu (t)Hz +o(Vu(t),Vu (t)))

X [ A [y h(t—s) [u(s) — u(t)] dsdwdt

< & [o fo Vu [y h(t—s) [Vu(s) — Vu(t)] dsdedt + % [3 [|Vu(t)|) dt

EE0)(p+2)2(& ~ ) vep [T \: :
SO =D B(S) + 075 [T (Tu, V) [Vult)] i

+255 fs Ja (fo (t —s)[Vu(s) — Vu (t)] ds)dedt

pour &4, €5 > 0. Par conséquent

fST o+ & NVu DI + 0 (Vu(t), Vi (1))
X [ Au f(f h(t—s)u(s)—u(t)]dsdxdt
< & [o fo Vu s h(t—s) [Vu(s) — Vu(t)] dsdedt + % [3 [|Vu(t)|) dt

E1E(0)*(p+2)°(§ — 0) eso(p+2)E(0) | (& =)
* 2(pl)2esk B(S)+ ( 4pl * 2es5k ) ES).

Donc, nous avons

—Js Jo (fo Auds) ( Joh(t—s)[u(s) —u(t) ds) dadt
=I5 Jo (Jo (e = ) Vuds) . (o h(t = ) ()—Vu(t)]ds) dudt
= Js (fo h(s) ds) J, Vu. ( JEn(t = 8) [Vu(s) — Vu (1)) ds) dwdt
3 gy (J =) [(Fu(s) = Vu @) ds) ded

Ainsi, grace a (2.12) nous avons

~J5 o (Ji wwAwﬁogt—s () = u(®)) ds ) dads
gfs <f0 ds) Jo Vu(t <f0 (t —s)[Vu(s )—Vu(t)]ds) dxdt
+(50—;’5)E(5).
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Le premier terme du membre droit de (2.29) avec le premier terme du membre droit de (2.27),

peut étre estimée comme suit

J3 (o sy ds = &) o Vu(e) (Jyht—s) [Vu(s)—wunds) dedt
<3 (G Sy n(s)ds) | fo Vue) (Jy (= 5) [Vuls) = Vu(t)] ds) da dt

<& T ‘fQ Vu (t) (fo h(t—s)[Vu(s) — Vau (t)] ds) dx’ dt

et par (2.13) nous obtenons

fs (fo s)ds — fo> Jo Vu(t <f0 (t—s)[Vu(s) — Vu(t)] ds) dxdt

(2.30)
< St (1Y) dt + 502?;%(5).
Maintenant, de (2.27) - (2.30), nous avons

fST (fo +& [|[Vu (t)Hz +o(Vul(t), Vu (t»)
X [ Au [y h(t—s) [u(s) — u(t)] dsdwdt

fs Ja (fo (t—s AUdS> (fo (t—s)u(s) —u(t)] dS) dxdt (2.31)

GEO0?2(p+2?  eolp+2)E©O) 1 &

= (&= <E 2(pl)%e4k Apl(&y — 1) 2e5k N 254k> E(S)

e (34+%) Js IVu()? at

En plus de cela, nous avons
fS Jo |u\puf0 (t —s) [u(s) —u(t)] dsdxdt

< fg (fQ|u|2P+2 dx)% (fQ (fo (t—9)[u(s) —u(t) d8>2d:13) dt

N|=
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IN

205 uuusziz dt+ 25 13 Jo (Jy () ds)
(fo (t—s) [u(s) —u ()] ds) dxdt

X

£ h(s)ds
<2 [ Hggig dt + ﬁ_o(_ (2.32)

x Jg Jo Jo b (t =) IVu(s) = Vu (t)|* dsdadt

T 2p+2 —0
< %fs ||UH2£JJ:2 dt + Qiok )E(S)-

. T 2 2 e o, o, . 4
Pour estimer le terme [ ||u||2gi2 dt, nous utilisons l'inégalité de Sobolev-Poincaré

2p+2 2p+2 2p+2
lullzpis < Cu(p, ) [Vl

, (2.33)
< C(p, " (E2E©0)) IVul* = 8|Vl

Ici Cyi(p, Q) est la constante de Sobolev-Poincaré, avec 0 < p < +o0 (n=1,2) or 0 < p < %
(n>2).

Par conséquent,
fs JolulPu [ h(t = s) [u(s) — u(t)] dsdwdt

< 5t Jg IVl dt + PR E(S).

2e4k

(2.34)

Maintenant, en combinant les formules (2.24), (2.25), (2.31) et (2.34) avec (2.23), on obtient

S5 (Jo o () ds) ' (2) ) at

<oms)+ 2L o Fa s (S0 [ ivaear
o o gl B MOB 1
== ){(ﬁo—f) Rez | 2e3(6p—0) k| 2ek
+53E( )?(p+2)* + (p)*(€, + B) +550(p+2)E(0)]
2(pl)2e.k Apl (o —0) |-
Donc

/ST (/Oth( )ds — —) [/ (t)||? dt < CE(S) + &4 <W)/ V| dt. (2.35)
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Il est clair que

S So
/ h(s)dsz/ h(s)ds>0, S>5
0 0

et en choisissant

So
€3</ h(s)ds,
0
nous avons
1 So T . 5 €4 T 9
! / h(s) ds / I (8)|2dt < CE(S) + (1 + & + ) =2 / IVul?dt.
2 Jo s 2 Js
Alors
r 20 1+&+8 T )
/ l/ (D)]* dt < —g———E(S) + &4 | g0 / |V ul|? dt. (2.36)
s o h(s)ds Jo h(s)ds ) Js

Substituant I’estimation (2.36) dans (2.21) on obtient

S5 (€= Ji h(s)ds) | Vu (8)] dt

1 2B ot
S % [1 + ey + 08 2(lga)£k
“1 (2.37)
o€l S —
(%5 = &) J3 IVl dt| B(S) + £S5 (f, b (s) ds) L E(S)
4 200D (10 (5) ds) 7 [o [| V) dt.
Le choix g4 = ﬁ ( fOSO h(s) ) (&0 — J;7 h(s)ds) nous permet d’écrire
T
Js (€= Jo h(s)ds) | Vu (8)]* dt
1 _
<L { [20( S h(s)ds)™ +1+ yroia 25"5%1 E(S)
(%5 =€) [ IVl dt}
et si nous choisissons ¢; = (s a§ 1, lous aurons
/ / s)ds) |V (t)||” dt + 22 &1 / |Vul[*dt < CE(S) (2.38)
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_ 1 2)B 0t
ouC =L {20( “h(s)ds)™t+ <1+4—81+ (p;é) + Z(f—a)ﬁkz)}'
Ensulte, (2.36) et (2.38) impliquent
Jg Il ()17 dt < 205 b (s) ds) T E(S) + 5 [ (€ — fi h(s) ds) | Vul” dt -
<20( [ h(s)ds) " E(S) + §E(S) < CE(S)
et clairement
T 1 (7T E ~
/ (hOVu) (t) dt < —%/ (R'OVu) (t)dt < % < CE(S). (2.40)
s s
Enfin
25 g ullZs de < 225 [ (€0 = fy b (s)ds) [Vl dt o
< iigE(S) < CE(9).
Donc, combinant (2.38) - (2.41), on obtient
T ~
/ E (t)dt < ACE(S).
s
La limite quand 7" — oo donne
/ E(t)dt < 4CE(S), ¥S > Sy > 0. (2.42)
s
Par conséquent, le lemme 2.1 donne
t
E(t) < E(0)exp (1 — ). wt>o 9.43
(0 < B0 (1- ) 243

2.4 Phénoméne d’explosion

Dans cette section, nous considérons la propriété d’explosion de la solution du probléme

(2.1). Nous ajoutons & I’équation (2.1) le terme A?u + vA%u; pour rendre la compétition plus
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importante. Ce terme intervient dans des applications ou la relation constitutive (contrainte-

déformation) dépend du gradient du déplacement ainsi que sur la vitesse du gradient du dépla-

cement. Lorsque nous utilisons la technique de multiplicateur, ce dernier terme nous donne la

L2-norme du laplacien de u; avec un coefficient négatif. Ceci, a son tour, nous donne la L2-norme

du gradient de u; avec un coefficient négatif. Il semble donc que ce terme est un terme dissipatif

qui permet de stabiliser le systéme. Il va essayer d’arréter ou de réduire 'effet de la source non

linéaire qui tend & exploser le systéme en temps fini. Plus précisément, nous considérons

(

\

wy — (€ + &1 [[Vu (O)]? + o (Vu(t), Vg (1)) Au+ A2y

+v A%y + f(f h(t—s)Auds = |[ul’u dans © x [0, +00)

(2.44)

u(z,0) =wug (z) and uy (x,0) = uy () dans

u(x,t) :%(x,t) =0 sur T

on

Pour prouver notre résultat, nous utilisons la méthode directe [38]. Dans ce cas, nous définissons

la fonctionnelle d’énergie de (2.44) par

E(t) = § [[/II* + §(& + 5 I Vull) [IVul® + | Aul?

(2.45)
+3 (hOVu) (t) — 1 [y h(s)ds | Vu ()] — 5 lullts
Alors on obtient
2
E(t) = E(0) — o [y (34 |Vul*) ds — v [ ||Av|?
(2.46)
+1 [T (WOV) (s)ds — L [T h(s)|[Vu(s)]? ds.
Maintenant, soit « une solution de (2.44) ; définissons
2 K 2 o K 4 4
H () = [lu® + u/ |l di + 7 / IVultds + (T — 1) [Vaol*Y.  (247)
0 0
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Proposition 2.1 Supposons que p > 2 alors nous avons

H" () = (p +4) ||
>2(p+2) {~BO) +v fy 1A ds + 5 [y (4 IVul*) ds} .

(2.48)

Preuve: Dérivant la fonction (2.47)par rapport a ¢ le long des solutions de (2.44), on obtient

t
d
H'() = 2w a) +v |bul + [ L9l ds
2 ), dt
Alors nous avons de (2.45) et (2.46)

H' (1) = (p+4) [l

2
= 2p+2) {=B(O) + v [y A0 ds + 5 [y (4 [VulP)’ ds} +2(p + 2) | Au|

Hp+2) (HOVa) (1) — (p+ 2) f; (WOV) (6) + (0+ 2) Jy b (5) [T ()] ds
Ho+2) (€ + § IVulP) — [ + & I19ul?) + [ R () ds]| [Vl

+2 [, Vu (t) fo (t —s)Vu(s)dsdx.

En utilisant I'inégalité de Holder et 'inégalité e-Young, on obtient

Jo Vu(t fo (t —s) Vu(s)dsdx

— [ JE /(= 5) /R (= 5)Vu(t) (Vu(s) — Vu (t))dsdz

+ Jy h(s)ds [ Vu (8)]* = =5 (hOVu) (¢) ) Jo b () ds [ Vu (B)]*

Prenons ¢ = p + 2 dans (2.51), on obtient

H' (t) = (p+4) |[o/]* > 2(p +2)

!/ g 2
< {=B(O) +v fy AP ds + 5 fy (4 [ Vu]?) ds} +(p+2)

2 3
{<ao+%uwu2>— GG+ & IVult) + 22 }}ku?
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Le dernier coefficient de cette relation est positif puisque, pour p > 2

/O h(s)ds < /0 h(s)ds < & < %50. (2.52)

Par conséquent, dit & (2.52), nous arrivons a (2.48). La preuve de la proposition 2.1 est maintenant
terminée. ®

A présent, nous démontrons le lemme suivant

Lemme 2.5 Si E(0) <0, alors H'(t) > v ||Aug||* pourt >ty ou

to = max {0, (o, 1) } .

(p+2)E(0)

Preuve: De (2.48), nous avons
H"(t) = =2(p + 2) E(0),

et donc

H'(t) > H'(0) — 2(p + 2)E(0)t, ¢ > 0.

Cela implique
H(t) 2 v | Auol” + 20, ur) — 2(p + 2)E(O)t
(u07u1)

(p+2)E(0)

Nous avons le théoréme suivant :

alors pour t > , nous avons H'(t) > v || Aug|”. =

Théoréme 2.2 Supposons que ug,u; € HE(Q) sont telles que E(0) < 0 et p > 2, alors la
solution u du probléeme (2.44) ne peut étre continuée & tout moment T,, > 0. En outre, le temps

final T est estimé par

1 a a -

St

J(to) < min {1, i} (2.54)
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ot J(t), a et b sont donnés par (2.55), (2.62) et (2.63) respectivement.

Preuve: Soit

J(t) = [H(t) + v(T —t) || Au|?] ", pour t € 0,T] (2.55)

oury =14~ % et T' > 0 est une certaine constante qui sera précisée ultérieurement.

Dérivant J(t) deux fois, on trouve
J(t) = =7 J () [H'() — v || Aug||*] (2.56)
et

J'(t) = =7 J ()3 Q) (2.57)

ol

Q(t) = H"(t) [H(t) + v(T — 1) [|Auo|*] = (1 +7)(H'() — v || Auo|*)*.
Nous avons de (2.48)

t d
H'() 2 (r+ ) o/~ 260+ DEO) + 20+ 2) | { AP+ 22 uwn?f} ds,
0
par conséquent, on trouve
o

1) 2 ~2p+ 280) + o+ 2 {1+ [ {1801+ S Ivulpy fas}h.

Maintenant, en dérivant la relation (2.47) par rapport a ¢ le long de la solution de (2.44), on

obtient

¢ ¢
H'(t) :2{(u,u')—|—y/ (Au, Au') ds—i—%/ %||Vu||4ds} + v || Aug||*.
0 0
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Clairement 1
Q(t) = =2(p+2)E0)J(t) " + (p+2)

!/ !/ g 2
<P+ fy {vllan® + 5 (4 1val®)*} ds |
x Ll + fy {vllau] + § [ 7ull*} ds |

/ 3 ! o (td 4 2
—4(1+7){(u,u)+uf0 (Au, Au')ds + 2 [1 4 || Vu| ds} .
Désignant par
t
_ 2 2, 9 4
b= @+ [ {1aup+ 5 v} as

t t
d
B = (u,u')+v/ (Au,Au’)ds—l—z/ — | Vul|* ds,

2 ! 2 o [Y(d 2 2
C = || +V/ | A/|| ds+—/ (— ||Vu|\> ds.

On obtient

Q(t) > —2(p + 2)E(0)J(t) ™ + (p+2) {AC — B?}

Maintenant, nous observons que, pour tous (p,n)€ R? et t > 0

Ap® + 2Bpn + Cn?

o t t
= P+ 55 [ Il ds+ g [ aul?as
0 0

2

222 [ A 20 [1(d 2\
wp I oty [l ds g [ (19 as
0 0

t t
d
+2pm (u,u’) + 2p77y/ (Au, Au') ds + an/ pr | Vul|* ds
0 0

ou

Ap* + 2Bpn + Cn?
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2
= { P Iu®IP +2 (pu, ) + o ')}

t
v [ 18ul? + 2w msat) o 8} ds
0

o [* 9 4 2 d 2 5, d 242
z 2 — |V + 07 (— ||V .
+2/0 {p [Vul™ + 2p || Vull n(dt [Vul[®) +n (dt [Vul[®) }ds

Cette identité peut étre écrite sous la forme
Ap* + 2Bpn + Cn?

- /Q [pu(t) + nu' ()] d + V/O /Q [pAu(t) + nAu'(t)]? duds

2

2 / IVl +n( o) ds
2 )y |” Nt

Il est facile de voir que

Ap? +2Bpn +Cn?> >0

et
B2 — AC < 0. (2.58)
Alors, on obtient de (2.58)
Q1) = —2(p +E(0)J (1), t =t (2.59)
Donc de (2.57) et (2.59), on obtient
2 1
J'() < (5 =B, ¢ 2 to. (2.60)

Notez que d’aprés le lemme 2.9 J(t) < 0 pour t > t,. En multipliant (2.60) par J'(t) et en

intégrant de ¢y a ¢, nous aurons

J(1)? > a+bJ (£)*3 (2.61)
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a= |8 =12 [H'(ts) = v | Aug|*]* = (1 = 4)(} — 1)E(0)J(to)
(2.62)
xJ ()27 > 0,
et
) 11
b= ("~ (5~ IE©) <0 (2.63)

Ensuite par le lemme 2.3, il existe un temps fini 7" tel que lim;_ .7 J () = 0. Cela implique que

-1

tim @+ [ {vlau?+ 2 va)Yast o
Jim u( i v ||Au 5 IV s = 0.

c’est a dire
2 “(o 4 2
tim < Ja@l?+ [ {SIVull* + v | Aul} ds p = +oc, (2.64)
t—T¢ 0 2

Ainsi, il existe un T tel que
0<T<Tyet lim {IVul* + || Aul*} = +oo. (2.65)

En effet, si lim,_7_ ||u(t)||> = +oc alors il est clair lim,_;_ {||Vu||4 + ||Au||2} = +00. D’autre

part, si lim,_7_ ||Ju(t)||> < +o0, nous voyons de (2.64) que

t
sup {||Vul* + |Au|?} Ty > lim / {IIVul|* + || Aul*} ds = +oo,
0<t<Tp t=T— Jo

donc on obtient (2.65). Finalement, il vient du lemme 2.3, sachant que J(#y) < min {1, i} ,

que la borne supérieure de T' est estimée par

TStoJr—ln\/»(\/» o)>1.

Ce qui achéve la démonstration du théoréme 2.2. m
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Chapitre 3

Existence globale et décroissance
polynomiale pour un probléme avec une

dissipation de Balakrishnan-Taylor

3.1 Introduction

Le chapitre 3 concerne aussi le cas d’une dissipation viscoélastique mais sous des conditions
beaucoup plus faibls. Ici nous étudions le cas ot le noyau h décroit polynomialement. Notamment,

nous étudions le probleme a valeurs initiales suivants

(

e — (o + & [IVu (@)l + 0 (Vu(t), Vi (t))) Au

+ Jo bt =) Au(s)ds = |uf” u dans Q x [0, +00)
(3.1)

u(x,0) = ug (z) et us (z,0) = uy () dans

u(z,t) =0 sur I' x [0, 400)

\

ol () est un domaine borné de R™ avec une frontiére réguliére I'. Ici h représente le noyau de la

mémoire. Tous les parametres ,, £;, o et p sont supposés étre des constantes positives.

Une question importante du comportement asymptotique des solutions a été soulevée par
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Clark dans [15]. Il a été prouvé que la solution décroit de fagon exponentielle a I'état d’équilibre
& condition qu’on ait une dissipation de la forme Awu; qui est une dissipation forte. D’autre part
tatar et Zarai [68] ont montré la décroissance exponentielle de ’énergie a condition que la noyau
h décroisse exponentiellement. Dans ce chapitre nous allons améliorer ce résultat en établissant
des conditions suffisantes de stabilité polynémiale de la solution sous une dissipation faible, et

en présence d’une source non linéaire.

3.2 Préliminaires

Dans cette section, nous présentons des lemmes bien connus qui seront nécessaires pour notr

étude.

Lemme 3.1 (Voir [1,32]). Soit E (t) une fonction non-croissante et positive sur [0, c0[. Suppo-

sons qu’il existe des constantes positives A, C' et Sy telles que si
/ E" A (t)dt = CE0)E(S), ¥S > So,
s

alors

> 0.

So+C) (1+\) %Vt
A+ Sy + C ’

B(t) < B(0) ((

Maintenant, nous énoncons les hypotheses générales

(A1) h: RT — R est une fonction bornée de C! satisfaisant

50—/ h(s)ds=1¢>0,

0

(A2) 1l existe des constantes positives k et p € (2,00) telles que
() < —kh'F (), t > 0.

11 résulte de (A2)
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K

<——,t2>
b < g 120

pour une certaine constante K > 0. Par conséquent, nous avons

1
K" € L (0,00), pour tout n > ~.
P

3.3 Existence globale
Nous définissons ’énergie du probléme (3.1) par

E(t) = [W/|]* + (& + § [ Vull®) [Vull® + (hOVu) (1)

ulPt2, >0,

= [y h (&) IVu@)l*ds — 325 llullh3,

ou

(hROVw) (t) :/0 h(t—s)/QWu (s) — Vu (t)|* dxds.

Lemme 3.2 E(t) est une fonction non croissante sur [0,00) et

1 2
E'(t) = —20 (M V| ) + (WOVa) () — h (1) |Vul> <0, t > 0.

Preuve: La démonstration s’effectue comme pour le lemme 2.4. =

Soit, maintenant
' 2 p+2
F(t) = (& — i h(s)ds) | Vul® 42 HVUH + (hOVu) (t) — P [Jull

alors

E(t) = |['|I* + F(1).

Nous définissons le puits de potentiel par
L 2 p+2
= {u / TCut)) = €11Vul* 22 > 0} U {0}

57
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Lemme 3.3 Soit u la solution de (3.1). Siug € W et

o =

C(p, Q)2 (p +2

= p

p/2
E(O)) <1, (3.6)
alors u(t) € W, pour chaque t € [0,T]. Ici C(p,Q) est la constante de Sobolev-Poincaré.

Preuve: Soit ug € W, alors I(ug) > 0. Par continuité, il existe T, < T telle que I(u(t)) >0

pour tout ¢ € [0,7,,]. Par conséquent, a partir de (3.4), (3.5) et le lemme 3.3, nous avons

IVl < (& —/0 h(s)ds) | Vul* < Z%QF(t) < —E@) <——FE((0). (37

Cette relation avec le lemme 0.3 impliquent que, pour ¢ € [0, T},],

lully s < C (0, )P |V <

C (p, Q)P (p +2

p/2 )
E .
P (P2E0) vl

C’est, de notre hypotheése sur o que

p+2 —

t
lully s < al [Vull* < a(& —/ h(s)ds) [|Vull* < £][Vul*, vt € [0, T]. (3-8)
0

Donc

I(t) > 0,V € [0,T,],

ce qui signifie que u(t) € W, Vt € [0,7,,,] . En répétant la procédure, on se rend compte que T,

s'étend aT. m

Théoréme 3.1 Supposons que ug € W et (3.6) est vérifiée, alors la solution du probleme (3.1)

est globale en temps.

Preuve: 11 suffit de montrer que ||v/||* 4 ||Vu||® est uniformément bornée en t. En vertu du

lemme 3.3 et du lemme 3.4 nous obtenons
p+1

2
E(0) > E(t) > ||/|]* + ¢ ||Vu|? — —=— [|u|/P*}
(0) > E(t) > [|«/|] [Vul| p+2H |
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2 2
o +——I(t
> )P+ B IVl 510

Par conséquent, comme [(t) > 0, on voit que
el + 1V ull? < cE(0) ¥t > 0

pour une constante positive c. ®

3.4 Décroissance polynomiale

Dans cette section, nous allons démontrer la décroissance polynomiale de solutions du pro-

bleme (3.1).

Proposition 3.1 Supposons ug € W et (3.6) est vérifiée, alors on a pour tout T > S > 0

ATE?<t>{<ao—/oth<s>ds> IVu () + S 9l — 2 H;;ié}

< C1E% (0)E(S)
pour une constante positive C'.

Preuve: Tout d’abord on multiplie les deux membres de 'équation (3.1) par £+ (t)u et on

integre sur Q x [S, 7] pour obtenir

Js B2 016 = Jy h(s)ds) [ Vull® + & [ Vul|* = [lul} 5}t
fS Jo B (H)u"udzdt — UfS ) |Vull® [, Vu'.Vudzdt (3.9)
+ fST Jo E% (t) fo (t —s)[Vu(s) — Vu (t)] dsdxdt.

Par intégration par parties, nous avons

/ / D udzdt = /:E?(t)nu'n?dt—/gE’Z(t)u'(t)u(t)de
T /S ' (2% ) /Q o (8)u (t) ddt
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et (3.9) devient

T m m
Js B = Jy h(s)ds) [IVu ()" dt = [g B () lu'||* dt
m T
—0 fs t) [Vl Jo V' Nudzdt — [, Ev (t)u' (t)u (t)‘s dx
+ fST Jo E% (t) fo (t —s)[Vu(s) — Vu(t)] dsdxdt (3.10)
—& [g B () |Vull*dt + [ E7 () [[ullp}3 dt

+[F (E )fﬂ t) dadt.

Nous commencons par le terme mémoire. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'inégalité

e-Young, on obtient

[o [oEZ(OVu(t). [y h(t—s)[Vu(s) — Vu(t) dsdzdt

1
2

< [T ER (1) [Vu(t)] [fg (Jin (=) Tu(s) - u(t)|ds>2dx] dt

(3.11)
< IE (fo (t—s) [ Vu(s) — u(t)||ds> dt
5 Js B () [Vu()]*dt
pour un certain gy > 0.
Rappelant que A’ (t) < — kRt (t), et en utilisant (3.3), nous voyons que
[T E% (1) [fg <f0th(t — 8) [V (s) — Vu(t)|ds>2d:c] "t
= JEEE @) (J D) = ) n 00 ¢ — ) |V (s) — Tu(o)] ds>2dt
< [TE% @) ( [R5 (s) ds) ( JERYE (= ) |V (s) — V()] ds> dt 3.12)

< (700 ) ds) [ B (Jh5 (0= 9) 190 (s) = V(o) ds)
< -t (TR ) (fg B (t— ) |V (s) — Vu(t)||2ds> dt
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ou

Par conséquent, il résulte de (3.11) et (3.12) que

m

JTES (@) [y [Lh(t— ) Vu(t) [Vu(s) — Vu (t)) dsdrdt

< 2[5 BV () V)| dt + 22 B 7 (0)E(S).

2 Js 2e0k

Ensuite, nous notons que de (3.4) nous avons

)2 {(go - / h(s) ds) | Vull* + (hOVu) <t>} + 5 vu

d’ou on tire
p+2
p(& — [y h(s)ds)

et par conséquent, grace a I'inégalité de Poincaré

V| <

E(t)

(p+2)B

2BVl <
|ul|” < B||Vul” < p

E(1)

ou B est la constante de Poincaré.

Par application de I'inégalité (3.16) et puisque F'(t) > 0, il vient

2

/Q u' (t)u(t)de

2pl pl

Par ailleurs, a partir de (3.17) et le fait que E(t) est non-croissante, on déduit que

_/ B (0 (1) u (1) de < (1 + M) E% (0)E(S)

s pl

et
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De (3.8) on vérifie aisément que

fTEm()HuH” dt <o [q LE (t) |Vl dt

s
(3.20)
< afs E» — 3 h(s)ds)||Vul* dt
pour €1 >0
—o [¢ E7 (1) |Vau|? [, Vi . Vu.dadt
g‘%lfsT F() [Vl dt + o= [ E7 (1) (V! V)’ dt.
Gréce a (3.3) on déduit que
—0 fs E% (t) ||Vl Jo VU Vu.dzdt
(3.21)
< 2 [TEV () ||Vl dt + 2BV (0)E(S).
Tenant compte des estimations (3.13) et (3.18) - (3.21) dans (3.10), il vient
T
[ E fO s)ds) || Vu (t)|” dt
< Js Bv @)l dt+ % fg B2 ) [Vu()|*dt + %5 [g E¥ (1) | Vull* dt
+a fST E5()(& — L h(s)ds) [|Vul® dt + 2 (1 + Uﬁ#) E%(O)E(S)
+EET(0)E(S) = &[5 BP (1) |IVull' dt + 32 B (0)E(S).
Si on pose g9 = (1 — ) fo , alors il vient
T
Js B = Jo b (s) ds) [Vu ()] dt
< Js E%@) ) dt + <2 (222 — &) [T E% () |Vl dt (3.22)

2 3 1 3(p+2)B h m
15 (§+E+—p2pé +ﬁ)EP(O)E(S’).
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Maintenant, on multiplie les deux membres de ’équation (3.1) par E% fo (t—s)[u(s) —u(t)ds

et on integre sur Q x [S, 7], on trouve

(hou)(t) = /0 h(t—s)u(s)—u(t)ds,
(hoVu) () = /0 bt —s) [V (s) — Vu ()] ds,

on trouve

Js E% (1) fQ u” (hou) (t)ddt
—Js BV (1) (& + & IVu @)+ 0 (Vu(t), Vu (1))

X [o Au(howu) (t)dzdt (3.23)

+ [T ER (1) fﬂ<f0 t—sAu()ds)(h<>u)(t)dxdt
= [ E7 () [, [ulf u(howu) (t)dwdt.

Par intégration par parties, on obtient

ST ER (1) o (how) (H)dadt = E% (1) f,,u/(t) (h o) ()d;v‘T
_fg( ) Jou' () (hou) (¢ d:vdt—fs (t) Jou'(t) (B o w) (t)dxdt

+Js EX @) (Jyn(s) ds) ()2 dt.

et une substitution de (3.23) donne

f§ (fo $)ds) [/ ()P dt = [ B (1) Jo lulu (h o w) (¢)dadt
() [, (t) (hou) (t) :c‘ + [TEF (1) fyu'(t) (W o ) (t)dwdt

+ [ (E ) Jou!(t) (h o) (t)dadt

+ s E7 (1) (So+ & IVu )] + 0 (Vu (), Vu (1))

X [y A (h o u) (t)dadt

—[TER @) [, (fo (t — ) Au (s )ds) (hou) (t)dzdt.

(3.24)
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En outre, en vertu de (3,5) et (3,14), nous avons

UQ ) (hou)( t)d:v!ﬁ%”u()“ +2€2f9 (hou) (1)) dx
< B+ £ (fyh(s)ds) (1OV) (1)

2e9

< 4 (0 + 200) (1) < § (22 + 24070 B(S)

keo

pour certains €5 > 0 et t > S. D’o1,

Sy EE ) [Fh(t— ) u(s) —u(®)] dsdx):
(3.25)
< (82 + M) B 0)5(5)
D’autre part, nous avons
[a B%(t) fou'(t) (W ou) (t)dwdt < 2[5 B% () ||/ (t)||” dt
ta IS R0 (fJ (¢ = 5)lu(s) = (0)] ds)dad
et pour 3 > 0
fs ( ) Jo ' (t) (how) (t)dxdt
< — (e + a0 ) " (E% ))'E(t)dt
< — (o + 2% B% (0)B(S).
Puisque /'(t) < 0, la relation (3.3) implique que
Jo (Jy 107 (¢ = ) (5) = e (2)] ds)2 dx
<= Jo W (s)ds Jy I (t = s)| () = u (D) ds
< —h(0)B (MOVu) (t) < —h(0)BE'(t).
Par conséquent
[a Bo(t) [ou'(t) [y 1 (t = s) [u(s) — u(t)] dsdadt
(3.26)

T

<% fs BV (@) |t dt 7 (0)E(S).
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De plus,

[ EY (1) (& + & Vu @)+ 0 (Vu(t), Vug () [i, Au. (how) (t)dzdt

= —& fST

— Js GE? () [Vu )] o Vu. (ho Vu) (t)dudt

(t) Jo Vu. (h o Vu) (t)dzdt

— [ 0BT (1) (Vu(t), Vuy (£) [, V. (ho Vu) (t)dzdt

I'application de 'inégalité e-Young et la relation (3.7) et (3.3) donnent

[ E7 (1) (& + & Vu @)+ o (Vu(t), V' (1)) fo Au. (hou) (t)dwdt

< &[5 E¥ () o Vu. (ho Vu) (dwdt + 5 [ E7 (1) [Vu(®)| dt
(3.27)

+0°% [§ E7 (t) (Vu, Vu')* |[Vu(t)|* dt

T m 2E 2 2 2}_lp m
tat J5 BV () fo (ho Vu) (1)) dadt + SLEQEERRe B3 (0) B(S)

pour g4, €5 > 0. Ainsi, (3.27) et (3.3) impliquent

Ja Ev(t) (€0 + & IVu ()3 + 0 (Vu(t), V' (1)) fr, Au (how) (t)dzdt

< &[5 E7(t) [r, V. (ho Vu) (t)dadt
(3.28)

€ T o 2 2 Y
+5 [5 BV (1) | Vu(®)|* dt + SEQE e B (0) £(S)

o(p+2)E(0)
+ (55 p4p€ + 2esk

) E%(0)B(S).

En outre, nous avons

— fST () Jq <f0 (t—s Auds) (howu) (t)dxdt
= J§ BF (1) Jo (Jo (1 = ) Vuds) . (h o Vu) (t)drdt

(3.29)
— [TE% 1) ( JEh(s) ds) [, V. (h o Vu) (t)dad

m

+ [TEZ (1) [, (ho Vu) (1)) dd.
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D’ou, grace a (3.12) on obtient

~TERW [, (fo (t—s) Auds) (how) (t)dadt

) (3.30)
< [TE% () ( JEh(s) ds) Jo Vu(t). (hoVu) (t)dudt + "2 E% (0)E(S).

Le premier terme du membre droit de (3.30) avec le premier terme du membre droit de (3.28),

peut étre estimée comme suit

S5 B2 @) (o h(s)ds = &) Jo Vu(t). (ho Vu) (t)dadt
< [T B () (€0~ i (s)ds) |y Vu(t) - (ho Vu) (t)de di

<& fs BV ()] [, Vu(t). (hoVu) (t)dz|dt

et par (3.13) on obtient

ITE ( JEh(s)ds — 50> I V() . (ho Vu) (t)dzdt
) (3.31)
< St [TEV (1) [|Vu(t)|® dt + 222 B (0)B(S).
Maintenant, par (3.28)-(3.31) on obtient
fo E%(t) (&0 + & VU @)+ 0 (Vu(t), Vu, (1)) fr, Au. (b o) (t)dzdt
f (t) Jo (fo (t—s Auds) (hou) (t)dzdt
<7, < 1 GBEOPp+2)? | sop+2)B0) | 1 & > (3.32)
k p€ )2eqsk 4pth, 2e5k  2e4k

EFO)E(S) +ei (3 + %) J§ B ()| Vu()] d.

En plus de cela, il est facile de voir que la relation (3.12) implique que

/STE?"(t)/Q]u\Pu. (h o u) (t)dadt
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M (E%(t) Joy [uf?7*2 dxf (E%(t) Iy ((hou) (t))%zgc)é dt
<5 s BRIl de+ o f5 BY @) fy (Jyp' 0 (9)ds)
( JERYS (= ) Ju(s) — u ()] ds) drdt

e T o 'p m
<G Jg BV (t) |lullshis dt + 522 E# (0)E(S).

(3.33)

X

Pour estimer le terme | g E" (t) HUHSZ_JS dt, nous utilisons I'inégalité de Sobolev-Poincaré

2p+2 < C

2p+2 2p+2
el s (0, )" [Vl

) (3.34)
<O . (B2EO) [Vl =: 8 |[Vul*.

Ici Cy(p, ) est la constante de Sobolev-Poincaré, avec 0 < p < 400 (n=1,2) ou 0 < p < -2
(n > 2)

Ja B5 (@) [y |ulP u. (hou) (t)dzdt
(3.35)

< B [T ET (1) |Vul? dt + 22 BT (0)E(S).

2e4k

Maintenant, en combinant les relations (3.25), (3.26), (3.32) et (3.35) avec (3.24), on obtient

S5 B @) (fy ds)uuon%zt
< CE%(0)E(S) +€3fs OIHOIRE

e (H422) [§ BT @) |Vl d.

ou
_7 E1E0)*(p+2)* | eso(p+2)E(0) €
C_h[+1()s4k +54p£hp ﬁ
1 B 2 2B2(¢,—¢) , h(0)B
+2£—:5k + 2e4k + 52+ EQhOp + 263h/’i|
or

I3 BF 0 () ds = ) I O d

(3.36)
< CE7(0)E(S) + &4 (w) [T ET () |Vl dt.
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Il est clair que

S So
/ h(s)dsz/ h(s)ds>0, S>5
0 0

et en choisissant

So
g3 < / h(s)ds =: hy,
0

on trouve
1 So T ™ 9
5 (/ h(s) ds) / Ev (t) || (&) dt
0 S
m 64 T m
< CESOE(S)+(1+&+9) 5 [ EX0 |Vl d
S
D’ou
Js E¥ )l ()] dt < 152 B 7 (0)E(S)
(3.37)
e (252) [5 BT (@) |Vul* dt.
Tenant compte de (3.37) dans (3.22) on obtient
Js E* ©)(& = Jo b () ds) [|Vu (1) dt
< (% A —3“’;,;?3 + —) B (0)B(S) .
25 (% —6) fg P 2B (0)E(S)
25‘%55‘%‘3 Js B @) [|Vul” dt.
. _ (1—a)hot S, .
Le choix ¢4 = 1(1TE,15) Dous permet d’écrire
T ﬂ
[g B (1) (& — [y h(s)ds)[|[Vu(t)|?dt

4 ff2c 3 1 | 30+2)B | by
S1—05{[}10+2+451+ 2pl +25§k:|

m

xE» (0)E(S) + 051 - &) fs

’IYL

£) |V * dt}
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et si nous choisissons ¢, = 7+a§ 1, buisque o < 1, la derniere relation se réduit a

Jg B (t)(& — [y h(s)ds) [|Vu(t)]* dt

+8 T EY (@) |Vl dt < 25 E% (0)E(S)

WO =20 3, 1 4 30+)B | By
Ouc_h0+2+451+ 5ol T egk

Ensuite, les relations (3.37) et (3.39) impliquent

fST E7 (1) |/ (t)|* dt < 22 E7 (0)E(S)

+i20 [TEV ()& — [3 h(s)ds) | Vul]® dt <2CE7 (0)E(S).

Finalement, en vertu de (3.8) et (3.39), on obtient

T m
25 Js B (1) |ully i3 dt < 2% s E — [ h(s)ds) || Vul* dt

< 2CET(0)E(S) < CE %< 0)E(S).

Donc, en combinant (3.39) - (3.41) on obtient

fs,TE%@)Hu'(t)H?dHf?E% — [T h(s)ds) | Vu (t)] dt
+3 [¢ E7 () |Vul* dt — -2 5 E%@ |23 it

(3+—)0E (0)E(S).

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

Théoréme 3.2 Supposons ug € W et (3.6) est vérifiée, alors nous avons [’estimation suivant

E(t) < E(0) (C(l +p))p, Vt>0

t+cp

pour une constante positive c.
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Preuve: Tout d’abord, 'application de I'inégalité de Holder, nous donne

m—1

(hOVu) (£) = Jy ¥ (¢ = s) [V (s) = Vu ()]

) h R (t— ) |V (s) — Vau ()] 707 ds
< (o bt (=) [Vu(s) = Vu (@) ds) ™"

_P

X (fg K5 (t— s) | Vu(s) — Vau (t)y|2ds) o
Par conséquent,

[ E%(t) (hOVu) (t) dt
< JTER @) (i (- 9)[Vu (o) - Vu @) ds)

X (fg WY (t— s)|[Vu(s) — Vu (t)H2d3>me dt.
Appliquons I'inégalité de Holder & nouveau pour avoir

Js B (t) (hOVw) (t) dt
< ( Js BYFV (1) fy bt (E—s) [ Vu(s) — Vu (1)) dsdt> i (3.43)

X (fST fot S (t—s)||Vu(s) — Vu (t)||2dsdt)pfm .
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En vertu de la condition A’ (t) < —kh'e (t), on a

m

[EET (1) (hOVw) (1) dt

< <fSTE1+%(t) [y hi=m (¢ — s) |V (s) — Vau (t)Hstdt> m
X (%)pm( JE (= s) | Vu(s) — u(t)H?dsdt)P*pm

< (fT B0 () [y hi 7w (t — s) |V (s) — Vau (t)szSdt)piin
X (%)Hm( fs Bt >pfm

< (S5 BV R0 fyn (0= 9) [ Vu(s) = Vu @) dsdt) ™

P P

x (L) rrm Evem (S).
En outre, par I'inégalité de Young, nous avons pour € > 0

[& E% () (hOVu) (t) dt

<c(fy B @a)””

R (t— ) [V (s) — Vu (8)] ds j E#m(S) (3.44)

< O (eo) || [T h - (8 =) |Vu(s) — Vu(t)|ds||

E(S)

teg [o BT ()dt

pour une certaine constante C' (g4) > 0.

Donc, en combinant (3.42) et (3.44) on obtient

Je B (t)dt < (34 1) CEV(0)E(S) +¢6 [3 B0 (t)dt
(3.45)

O (2) ’ B(S)

Sy W= (= 8) [Vu(s) — Ve (8)]| ds

T m
/ EY0 (t)dt
S
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<G (EZ‘(()H‘/O W= (t— 8) |V (s) — Vu (8)|| ds

) E(S) (3.46)

o
pour une certaine constante positive Cj.

D’autre part, nous avons quand m = 2

2(p + 2)
pl

/Oh% (t—s) [Vu(s) — Vu (8)] ds < /Ohé (t— ) (E(s) + E()) ds

t
< M/ h (5)dsE(0), Wt >0.
pl 0

Donc

T
/ E' o (t)dt < C3E7(0)E(S), VS > S,. (3.47)
S

Ainsi, en appliquant le lemme 3.1 avec \ = %, on obtient

(SO+CB)(1+)\))2,Vt20.

E(t) < E(0) ( A+ Sy + Cs

Maintenant, si m = 1, a partir de
t p+ 9 t
/ |V (s) — Vu (t)]|* ds < 27 (/ E(s)ds + suptE(t)) < C3E(0), vVt >0
0 0 >0

et (3.46), nous pouvons écrire
T 1 1
/ E'Yo(t)dt < C4E»(0)E(S), VS > S,.
S

Ainsi, en appliquant le lemme 3.1 avec A\ = /l)’ on obtient

E(t) < E(0) <<SO+C4) (1 +P))p, v > 0.

t+p(So+C4)
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Chapitre 4

Non-solvabilité de I’équation de
Balakrishnan-Taylor avec un terme

mémoire dans RV

4.1 Introduction

Dans les quarante-cinq derniéres années, I’explosion en temps fini et la non-existence de solu-
tions pour les équations aux dérivées partielles et les systemes ont recu une attention croissante.
On peut trouver une bibliographie assez vaste sur les travaux concernant les équations parabo-
liques et hyperboliques et des systémes sur un domaine borné.

Sur 'espace RY entier, le travail magnifique réalisé pour 1’équation de la chaleur avec une non-
linéarité de puissance est da a Fujita [20] (1966). Pour I’équation des ondes on peut citer Glassey
[22,23] et Kirane et Tatar [35]. Leurs travaux ont été étendus et généralisés a des équations
dégéneéré et singulieres et sur différents domaines non bornés (comme domaines extérieurs et les
cones).

La question de la non-solvabilité des équations d’évolution a été traitée et discutée sous
différents angles en utilisant différentes méthodes et techniques. L’idée de base dans la plupart

de ces travaux est de comparer les solutions avec des sous-solutions qui explosent en temps fini.
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Notre préoccupation, dans ce chapitre, est un probléme viscoélastique a une source d’une
force extérieure sur l’espace R entier, N > 1. Ici, nous étudions le cas ot le noyau h décroit
polynomialement juste pour fixer les idées, mais le résultat reste valable pour de nombreux autres
types de noyaux tels que les noyaux qui décroissent de fagon exponentielle. Notamment, on va

étudier le probléme aux valeurs initiales suivant

e — (S0 + & [Vu (O + 0 (Vu (1), Vi (1)) Au

+ fot h(t — s) Auds + du; = |u|’ dans RN x [0, +00)
(4.1)
u(0,2) = up (z) € Lj,, (RY)

loc

u (0,2) = uy (x) € L, (RY),

loc

o p > 1 et up(z) et uy(z) sont les données initiales. Ici h représente le noyau dans I’expression
de la mémoire. Tous les parametres £, &; et o sont supposés étre des constantes positives. Le
modele entre les mains dans un domaine borné 2 de RY, avec la dissipation de Balakrishnan-
Taylor (o > 0) et h = 0, a été initialement proposé par Balakrishnan et Taylor en 1989 [4] and
Bass et Zes [10]. Il est lié a I’équation de vibrations aéroélectriques. Jusqu’a présent, il a été
étudié par Y. You [76], R. H Clark [15] et Tatar et Zarai [67, 68,69], plusieurs résultats sur la

décroissance (exponentielle, polynomial) et I’explosion en temps fini ont été obtenus.

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a I’obtention des conditions de non-solvabilité
du probléme (4.1). La méthode que nous utilisons est la méthode des fonctions test développé par
Mitidieri et Pohozaev [45]. Notre preuve est basée sur un argument d’absurde, ce qui implique
des estimations a priori pour les solutions faibles de (4.1) et un choix subtil d’une fonction test

et un argument d’échelle.

L’objet principal dans ce chapitre est de trouver des valeurs de p pour lesquelles nous avons

la non-existence des solutions sous des hypothéses minimales sur h.
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4.2 Préliminaires

Nous désignerons par Q7 I'ensemble Q7 := (0,7) x RN et Q := Q

Nous allons ensuite préciser ce qu’on entend par une solution faible du probléme (4.1).

Définition 4.1 Une solution faible du probléme (4.1) est une fonction continue u : Rt x RN —

R telle que
fQT lul” pdzdt + [qnu1 (2) @ (0,2) dx 46 [qn uo (z) ¢ (0,2) dx

= Jo, wopdrdt — [, MOuledrdt — 0 [, updedt (4.2)
+ Jo, u(s,x) (fST h(t — S)A(p(t)dt) dsdx

pour tout ¢ € CZ(Qr), p > 0 satisfaisant
@(Ta :E) = ¢t<T7 .13) = gOt(O,.T) =0,

ol

M(t) =&+ & [Vu®); + o (Vu(t), Vu (t).

peCQr)i.epe C’fﬁ et & support compact.
Maintenant, nous posons ’hypothése

(H) h: RT — R est une fonction bornée de C* satisfaisant

pour une certaine constante K > 0 et p € (2, 00).

4.3 Un résultat de non-existence

Dans cette section, nous prouvons notre résultat. On donne toutes les valeurs de p pour

lesquels aucune solution faible ne peut exister globalement en temps.
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Théoréme 4.1 Supposons que [y u1 (z) dz+ 0 [gn uo (z) dz > 0 et (H) est vérifiée. Supposons

que 0, N et p sont tels que dans le tableau suivant

N=1|60=2 5=2
N=2|6=25=1
N=3|0=1,p=1

Alors, il n’eziste pas de solution globale faible pour (4.1) pour tous 1 < p <1+ p.

Preuve: La preuve est par contradiction. Supposons qu’une solution faible (4.1) existe glo-

balement en temps. On introduit la fonction test

o(t, x) = (%) [ (%) (4.3)

avec ¢ € CP(RY), ¢ >0, u € C*(R"), > 0 telles que

1, Jw <1
P(w), p(w) =

0, |w|>2

et u satisfait —C < p/(t) <0, ' (2R?) = 0 pour R >> 1. Nous supposons que

fSUPpAeo M(t) |Ap|? ()~ 9dxdt
(4.4)

+ fsumwtt |90tt|q (‘P)liqudt + fsuppgpt |§0t|q (‘P)liqudt < 0

ou q est ’exposant conjugué de p. Si cette condition n’est pas satisfaite par notre fonction p(t, x),
alors nous choisissons p*(¢,z) avec A > 0 suffisamment grande. On choisit cette fonction test
dans la définition de la solution faible et on commence a estimer les différents termes de cette

définition. En multipliant et en divisant par ¢!/?, puis en appliquant 1'inégalité e-Young, nous

aurons
fQ upydtdr < fsupp% upt/Po= Py, dtdx
(4.5)
<€ [, [l pdtdz + C- [ o700 || dtd.
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De méme maniére, on trouve

— / M (t)uApdxdt
Q

ge/ hm¢Mﬁ+cg/ IM ()| (o)™ " |Ap| dadt,
suppAp suppAgp

—5/ up,dadt

Q

< 6/ |ul?” pdxdt + Cg/ 89 ()" |, |* dadt
SuUppY, sSupppy

et
fQ u (f:oo h(t — s)Ago(t)dt) dsdx

[Fh(t — s)Ap(t)dt| dsda.

S € fsuppAap |U’|p (,DdefE + 05 fsuppA<p<SD) —u/p

(4.6)

(4.8)

Tenant compte des trois derniéres estimations (4.5) - (4.8) dans (4.2), nous voyons que, pour

e petit (par exemple € < 1/5)

: fQ [ul” pdadt + [gn ur (2) @ (0,2) dz + 6 [gn uo (x) ¢ (0, z) d
< ot () il + MO | A

+09 |, + | [ Bt — s)Agp(t)dt]q} dsdz.

Considérons maintenant 1’échelle suivante : t = R7 et © = Ry. Alors, il est clair que

/ ()" |y |* didz < CRNHI=2 / (©)" " |@,,|* drdy,
SUppPy Q

fsuppALp(SO)_Q/p |M(t) |q |A()0|q dtdlL’
< ORN*0-2 [ (o)~ 1P |Ap|? {€o + E,RN 2 [ [Vaul* dy
FRNOSE Jan [Veul* dy} drdy

< O R(a+1)N+6—4q fﬂ(@—q/p |Agp|? {50 +& fRN |V*u]2 dy

+% fRN |V*u|2 dy}q drdy
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Chapitre 4. Non-solvabilité de I’équation de Balakrishnan-Taylor avec un terme
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. N
ou Viu=>"", g—;, et

/ 67 ()7 |ip, |7 ddt < CSTRN 0% / ()" [0, |7 drdy. (4.12)
sSupppy Q

Ici et dans le reste de la preuve C' est une constante positive qui peut étre différent a différentes

occurrences. Pour le terme contenant la mémoire nous réécrire comme suite

/ ( gO)fq/p
suppAyp

et le changement d’échelle donne

q

+oo
/ h(v — t)Ap(v)dv| dtdz
t

fsuppA¢(<P)_q/p ft+oo h(v — t)Acp(y)dy‘q dtdx
= Jp 181" 677 [ o)~

< O RN+6-2q fﬂ |A¢‘q QO_%

f:oo h(v — t),u(u)dV’q dtdx (4.13)

(v — R%)u(u)du‘q drdy.

ROt
ou :={(r,y): 1 <7,y <2} et Dg:={z € RY: R < |z| < 2R}. En vertu d’hypothese (H)

et par le changement de variable 1 + v — R = 5 et le fait que p est décroissante on a

+00 +0o0 0. 1
/ h(v — ROm)u(v)dy < K/ pln + B )dn
1

ROT nP

comme R’7 > 1 et p(n) = 0 pour n > 2 et u(n) < 1 nous avons

—+o00 2 1
/ h(v — ROT)u(v)dy < K/ —dnp<C
17

ROT

donc

0 q
fsuppAgo(gO)_q/p j;:+ h(V_t)ASO(V)dV‘ dtdx

< CRNH0-2q fQ |Ap|? ()~ Pdrdy.

(4.14)
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Les relations (4.9) et (4.4) avec les estimations (4.10) - (4.14) nous donnent

L[, lul” edadt + [on ur (2) @ (0,2) da + 6 [on uo () @ (0, ) du
<C {RN+6‘—20(1 + RFDN+0~4a [ ()=a/p | Ap|? Ma(r)drdy (4.15)

4+ RN+0-0q RN+6—2q} .

ou
od

N(r) = €+ £, / V.l dy + V.l dy.
RN 2dT RN

maintenant si 1 < p < 1+ p, oul p est comme dans le tableau, alors a partir de (4.15) on déduit

ci-haut

1
lim {5/ |u|pg0d:cdt+/ uy (x) ¢ (0,z) dx + 0 ug (x) ¢ (0,2) dx| <O.
Q RN

R—o0 RN

En effet, le parameétre 6 a été choisi, aprés quelques calculs simples, aussi large que possible et

pour que les quatre exposants de (4.15) sont non positifs. Autrement dit,

(

N+6—-20¢g<0
(q+1)N+60—-4¢<0

N+60—-60g<0

N+0—-2¢<0

\

D’autre part, coté gauche de (4.15) est égal a 1 Jo lul” dzdt+ [pn wr () dz+0 [ o (z) dz. Clest
une contradiction, puisque nous avons supposé que gy 1 () dx 40 [ uo (z) > 0. Le théoreme

est ainsi démontré. m
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4.4 Conditions nécessaires pour l’existence locale et glo-
bale des solutions

Théoréme 4.2 Soit u une solution locale de (4.1), ou T < +oo et p > 1. Alors, il existe des

constantes a et (5 telles que

lim inf (u1(2) + dup(z)) < CisTH (% +5)

|z|—o00

Preuve: Par définition de la solution faible, pour toute ¢ € C§°(Qr), ¥ > 0 on a

fQT ul” pdzdt + [qn (u1(z) + dug(x)) ¢ (0, ) dx
< Jo, lulleul dodt + [o |M (@) [ul |Ap| drdt +6 [, |ul lo,] dedt (4.16)

+ fQT lu(s, z)]| ‘fST h(t — S)A(p(t)dt‘ dsdz.

En utilisant I'inégalité e-Young, on peut estimer tous les termes dans le membre droit (4.16). En

effet, si |ul [p,| = |[u| /PP |p,|, nous trouvons pour & > 0

/ lul |y dtdx < 5/ |ul” pdtdz + C’E/ ()P |, | dtda. (4.17)
T T Qr

D’une maniére similaire, on trouve

/ M(#)] Ju] |A] didz

T

<e / |l pdadt + C. / IM @) (0)™" |Ap|? dadt, (4.18)
T Qr
5/ \ul |p,| dtdx
T
SE/ |u]p<pdxdt—|—055q/ ()7 |, dadt (4.19)
T T
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et
S, (s, ) ‘ It - s)Ag)(t)dt’ dsda
, (4.20)
< e Jo, [ul’ pdsdz + C. fQT(go)_‘I/p fST h(t — S)Ago(t)dt’ dsdx.
Prenant ¢ < 1/5, on déduit de (4.17) - (4.20) et (4.16) que
J = / (ur(z) + dup(z)) ¢ (0, x) dx
RN
< Cus fo, (leul” + IMOI (2) " |Ag]"
(4.21)

+ T+ | [T Rt~ s)A¢(t)dt)q> (@)=,

o))

ou ¢ € CP(RN), ¢ >0, suppp C {x € RN : 1 < |z] < 2}, |A¢| < k¢, et nous prenons

On choisit la fonction test

;

1, 0<t<T/2
t
o(3)={ s mecier
0, t>T.

\

Ensuite, nous estimons les quatre termes dans la coté droit de (4.16). En effectuant le changement

de variable t = 71" et en utilisant ’hypothése sur ¢, on trouve,

/ (@) P lp,l" <aT'? [ ¢, (4.22)
Qr RN
/ |M(t)|q (SD)*Q/P |Agp|q < §quqR—2qT/ &, (4.23)
Qr 4 RN
o / () Plp )t < BT | ¢ (4.24)
T RN

et

q 0 q/p
< CkIR2aT? (/ hp(t)dt) / 0. (4.25)
0 RN
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De (4.21)-(4.25), on déduit que
inf (up(x)+ 5u0(:p))/ ¢dx
|:E|>R RN

< Cyys |aT 21+ ZM%Q’RZ‘IT + BT + C’qu2qT2] odx. (4.26)
RN

Prenant le sup par rapport a ¢ des deux membres de (4.26) et laissant R — 400, on obtient

liminf (uy(z) + dug(z)) < Cuys [aT 29 + BT . (4.27)

|| =00
D’ot le résultat voulu. m

Nous déduisons immédiatement le résultat suivant

Corollaire 4.1 Supposons que p > 1 et uy(x) + dug(x) > 0. Si (4.1) admet une solution globale
faible, alors
liminf (uy () + dug(x)) = 0.

|z|—o00

Preuve: Supposons que (4.1) a une solution globale faible et que

S = liminf (u1(x) + dug(x)) > 0.

|z|—o0

Alors de (4.27) on obtient

1/(g—1) 1/(2¢—1)
Tﬁmax{(a—gﬁcl/s)) ,<a;—501/5) }

C’est une contradiction. m
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Chapitre 5

Existence globale et explosion des
solutions d’équations non linéaires de
type Kirchhoff avec une dissipation

fractionnaire faible

5.1 Introduction

Nous nous proposons d’étudier le probléme suivant

;

Ut — (fo + & | Vu (t)H?) Au
+ﬁ fg (t—s) My, (s)ds = [ul"'u  dans Q x [0, +00)

u(z,0) =wug (z) et u (z,0) = uy () dans <)

u(x,t) =0 sur T'

\

ot € est un domaine borné de R™ avec une frontiére réguliére I'. Les fonctions ug (x) et uq ()
sont données. Tous les parameétres &, &;, v et p sont supposées étre des constantes positives telles

que p > 1let —1 < a < 0. Lorsque & = 0, et sans la dissipation fractionnaire faible, I’équation
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(5,1) se réduit a I’équation d’onde non linéaire qui a été largement étudiée, et plusieurs résultats
concernant I’existence et la non-existence ont été établis [7,21,25,31]. Lorsque &,,6; # 0 et sans
la dissipation fractionnaire faible, ’équation (5.1) se réduit a I’équation de Kirchhoff bien connue

introduite dans [36] pour décrire les vibrations non linéaires d'une corde élastique.

Le probléme (avec {; = 0 et {, = 1) a été étudié par Tatar [64-66]. Dans ce travail, nous
verrons que la méthode introduite et développée par Sattinger [62], Payne et Sattinger [56] est
efficace dans notre cas. En combinant cette méthode avec une certaine estimation de [67], nous
déterminerons un ensemble stable de telle sorte que si nous y commencons nous y restons la pour
tous les temps ultérieurs. Ceci assure I'existence globale. En ce qui nous concerne, on démontre
que la solution explose en temps fini a condition que les conditions initiales soient assez grandes.
Cela veut dire que la dissipation fractionnaire n’est pas assez forte pour stabiliser le systéme en
présence d’une source polynomiale et pour de grandes conditions initiales. Afin de montrer ce

résultat, nous nous basons sur 'argument de Georgiev et Todorova.

Les difficultés rencontrées dues a I'opérateur fractionnaire, sont contournés par 1'utilisation
de la transformée de Fourier, et 'injection de Hardy-Littlewood-Sobolev. Cette technique a été
utilisée par Tatar pour les problémes d’ondes avec dissipation fractionnaire interne [66]. L’idée
de la preuve consiste a établir une certaine inégalité qui nous conduisons & conclure ’explosion

de la solution.

5.2 Préliminaires

Définition 5.1 On dit qu'une fonction k (t) € L}, [0,+00) est définie positive si

loc

t S
/ w(s)/ k(s—z)w(z)dzds >0,t>0
0 0
pour toute w € C'[0, +00) .

Définition 5.2 Une fonction k(t) est dite fortement définie positive s’il existe une constante

t

positive ¢ telle que t — k(t) — ce™" est définie positive.
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Remarque 5.1 En général, il n’est pas facile de vérifier directement la conditions dans les défi-
nitions 5.1 et 5.2. Nous savons, cependant, de Nohel et Shea [49] (voir aussi Tatar [63-65]) qu’une

fonction deux fois dérivable k # 0 vérifiant (—1)"k™(t) > 0 pour tout t > 0 et n = 0,1,2 est

(t,S)—(a-H)

Ty et évidemment fortement définie positive

fortement définie positive. Par conséquent,

pour —1 < a < 0.

5.3 Existence globale

Nous définissons ’énergie du probléme (5.1) par

1 2, o 2 &1 2(7+1) +1
E(t) == 2|V —=2 ||V v p . 5.2
(t) 5 [Juel|” + 5 [Vl + 20y +1) [Vl || ullpy, (5.2)

Lemme 5.1 E(t) est uniformément bornée par E(0) et

dE(t
(t) / w / ~O) 4, (s)dsdz < 0, t > 0. (5.3)

dt

Preuve: En multipliant ’équation (5.1) par u; et en intégrant sur €2, on obtient

2 2 1 1
%{éuutu + % IVul + it IVl — 2k i}

oy Jo It — ~) 4y, (s)dsdz = 0.
En remplacant ¢ par z et en intégrant de 0 & ¢, on obtient

E(t) — E(0) = — (z—s) ™y (s)dsdudz < 0. (5.4)

Uy

Ainsi, E(t) est uniformément bornée par E(0)

E(t) < E(0) pour tout t > 0.
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Soit maintenant

60 2 5 2(y+1) 1 p+1
t) = — —= S )

Alors
B(t) = 3 ] + (1) (56)

Nous définissons le puits de potentiel par
§
W = {u [ I(ult) =% IVul* =l >0 U {0}

Lemme 5.2 Soit u une solution de (5.1). Siuy € W et

g 20(197 Q>p+l (2(19 + 1)E(0))(p_1)/2 <1, (5.7)

& P

alors u(t) € W, pour chaque t € [0,T]. Ici C(p, ) est la constante de Sobolev-Poincaré.
Preuve: La démonstration s’effectue comme pour les lemmes 1.2, 2.4. =

Théoréme 5.1 Supposons que ug € W et (5.7) est vérifiée, alors la solution du probleme (5.1)

est globale en temps.

Preuve: Il suffit de montrer que ||v/||* + || Vu||* est bornée indépendamment de . En vertu

du lemme 5.3 et le lemme 5.4 nous obtenons

E0) = E(t) = HutH v S IVul® = —— Jlullyiy
1 2 péo 2 1
> = + =2 | Vul]* + — (¢

Par conséquent, comme /(t) > 0, on voit que
luel® + | Val® < cE(0) Yt > 0 (5.8)

pour une certaine constante positive c. m
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5.4 Explosion en temps fini

Théoréme 5.2 Soit u(x,t) une solution réguliére du probléme (5.1) avec —1 < a < 0 et p >
2y +1. Alors, pour tout T > 0 fixé, il existe des conditions initiales ug (z) et uy (z) assez grandes

et T* < T pour lesquelles u (x,t) explose au temps T*.

Preuve: Soit la fonctionnelle H (t) définie ainsi
t
H(t) = _/ Bs)ds + (dt + 1) |Juo*. (5.9)
0

ol d et [ sont des constantes positives & déterminer par la suite. En dérivant H(¢) et de la

définition de E(t), il est clair que
H'(t) = —E(t) +d uo* > = E(0) +d Juo|*.
Nous supposons que d est tel que
—B(0) + d [|uo||” = H'(0) > 0. (5.10)

Alors H(t) > 0 et

H'(0) — H'(t) = T (ia) /0 /Qut /OS (s — 2) "Dy, (s)dzdads < 0. (5.11)

On définit la fonctionnelle Q(t) par

o €
Q(t) = H(t)"* + 5 (lful® = fluol®) (5.12)
avec5>0,0<6’:2&;+11)<1,0na
Q(0) = H(0)'* =17 [lug|**~" (5.13)
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et
Qt)=0—-0)H@t)"H'(t) + 6/ ugudz. (5.14)

Q

Par dérivation suivie de 'intégration de (5.14), il résulte

Qt)=0—-0H)"H'(t) + 6/Quou1dm + 6/t l|we||® ds + g/t/ﬂuttudmds. (5.15)
0 0

Pour évaluer le dernier terme de (5.15), on multiplie la premiére équation du probléme (5.1) par

u et on inteégre expression obtenue sur © x (0,t) on obtient

fg Jo unudzds = =&, fg ||Vu||2ds - & fot ||Vu\|2(7+1) ds + fot ||u||erl ds

p+1

(5.16)
_F(ia) fcf Jou fo (2= $)~ Dy (s)dsdadz.

On désigne ﬁt‘ﬁ par ks(t) et pour ¢ fixé, on définit les prolongements suivants sur tout le

domaine R
w(t), T €][0,1]

Lyw(T) :=
0, T€RN\I0,1]
et
k‘g, T>0
Lks(7) :=
0, 7<0

I est clair que
F(ia) f()t U(S) f()s (S - Z)i(aJrl) Ut(Z)dZdS

= fj;o Lyu(s) fj;o Lkai1 (s — 2) Lyuy(2)dzds.

En utilisant le théoréme de Parseval (voir [75]), on peut écrire

[ Lou(s) [72° ko (s — 2) Loug(2)dzds

= f_Jr;o F(Lyu)(0)F(Lkoyt1, * Liwg)(0)do,
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ot F'(f) désigne la transformée de Fourier usuelle de f. Maintenant, comme kg posséde la pro-

priété de convolution (voir [75])
kpiy-1(t) = (kg * ky) (0),

on obtient

fj;o Liu(s) f_Jr;o Lkai1 (s — 2) Lyug(2)dzds

1
2 2
da)

2

do,

i da> : ( S| F (L) F(Eags)

< ( e ‘F(Ltut)F(f}kaTﬂ)

2 ~
do+ L [+ ‘F(Ltu)F(Lk:aTﬂ)

<6 72 |P(Liu) F(Lkag)

pour certains § > 0. De la relation dans [24, Théoréme 16.5.1], on trouve

S5 Lou(s) [*2° Lhoga (s — 2) Lug(2)dzds < ks
% [5152 L () (B, * Low) (s) ds (5.17)

+35 fj;o Liu(s)(Lkax1, * Lyu) (s) ds] .
Ainsi, en tenant compte de (5.15), (5.16) et (5.17), on obtient

Q) > (1 —-0H(t)H (t) + ¢ [, uouldx—i-efo | ue|| ds
—e&o Jo IVull*ds — <& [y [IVul** ds + e [ [[ullyi ds
eroo Ltut( )(ika—l—lt * Ltut) (S) ds

" cos a7r/2 fQ

_46COS?aﬂ/2) fQ fj;o Ltu(8)<ika+lt * Ltu) (S) ds.
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De (5,11), on a

Q1) 2 (1 = O)H (1) — ek | H'(1) + ity H'(0) - fy uomad
+e [y lul® ds — €& [y | Vul* ds — €&, [y IVul*0" ds + ¢ [y [lul2E} ds (5.18)
_46cosfa7r/2) fQ fj;o Ltu<s)(ika+1t * Ltu) (S) ds.

Maintenant, on va estimer le dernier terme du membre droit de (5.18) que nous désignons par J

d’abord, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

J = fQ fj;o Ltu(5>([~/ka+1t * Lyu) (s) ds
2\ 2
ds) dx.

1. Sia> —%, alors I'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev (appliqué avec ¢ =2, A =a + 1

< o (1l ds)* (72 B = L

Ensuite, nous considérons trois cas :

et p = r) implique

+oo | 2 \2 +oo .
(/ Lkay1, * Liu ds) <C </ | Lyul|" ds) ,

avec r = ﬁ > 1 et C est une constante dépendant de . Par conséquent,

1
T

J<CJ, (fot |u|2ds>é (fj;o | Lyul|” ds) dx

<o Ju i dsis + fy (1l ds) do},

(5.19)

Dans la reste de la preuve C' notera une constante générique qui peut dépendre de p, || et T" et

peut changer de ligne en ligne. Notez que r < 2. Il s’ensuit donc

¢ 2 ¢ ’ ¢
/ </ lu|” ds) dr < / <t22r </ |u|® ds> > do <t // |u|® dsda (5.20)
o \Jo Q 0 aJo

(N1
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Substituant les estimations (5,19) et (5,20) dans (5,18), on trouve

Q,(t) > |:(1 — Q)H(t)_a — m} Hl( ) cos(onr/?)H, ) + EfQ ugurdx

t t t t
te fo lluell® ds = e&o fo IVul® ds — &, [y [Vull*"™ ds + & [y [ulll) ds

p+1

CL+t7) [T ul® ds.

~ Teos(an/2)
soit § = M cos(ar/2)H(t)™%, (On remarque que H(t) # 0 pour tout ¢, en fait H(t) > H(0) >
I||uo||?, on obtient

Q(t)>[(1—0)—eM]H(t)"H'(t) + eMH(t)""H'(0) + ¢ |, uourdx

te fo ludll ds — 6o [y [IVul® ds — &, [y [|VulP0 ds + e [y [Jullf7] ds

p+1
) fo [l ds.

2—r
_4Mcosg(a7r/2)o(]‘ +i )Ha(t

Nous avons besoin d’estimer le terme H (t fo | w||® ds

/Hu“ ds < [1+ /HuHZﬂdst (dt+1)) yuou} /HUH ds
t
0
s ([ i) <ﬁ+nﬂmw2]xlnmfw.

L’inégalité de Holder implique
t
H t)a/ | u||® ds
0

. (/WmmﬁdQ au+wﬂww%]
xcwﬂ(/WmmﬁdQ -
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de type Kirchhoff avec une dissipation fractionnaire faible

Comme 2= < 1. on obtient
p+1 ’

0+-2;
0 Jy lul ds < S (1+ i il ds) 7 (0+T)

e+ 0 ol (¢ Tl ds) ™ (147,

En outre, comme 0 + = = L 3« 1, on peut écrire

p+1 2(p+1)

0 Jy lull*ds < S (14 Jy Jullfth ds) (1+7)

+C(dt +1)? Juoll” (fJ ) ds) (1+ 7).

Donc
Q) >[(1—0)—eM H(t)"H'(t) +eMH(t)"H'(0)

+e fQ upudx —i—éfot ||ut||2ds — &, fg ||Vu||2ds
¢ 2y+1 t 1
—e&y Jy [ Vul** ds — MeatanT3) (1 + Jo lullpis dS)

avec A =$(2+T)? [( 7+ (dT+l) [[uo ||20] -

Choisissons ¢ tel que ¢ < 1= et notons que cos?(am/2) > 1/2, il résulte que

1+p)

Q’(t) > EMH(t)_GH’(O) + €fﬂ ugurdx + gfot ”utH2d8
—8o fﬂt Hquz ds — €&, fot HVUH2(VH) ds

1
30 Jo lullyiy ds — 3.

En outre, il est clair que pour une constante C; & déterminer, en ajoutant et en soustrayant

C1H(t), nous avons

Q'(t) > C1H(t) + (Cl +€) fo |we||” ds + &, (— — 6) fot |Vl ds
+6s (5 — <) S IVl ds = Gt + )

+e [, uourdz + [5(1 ] fo ||u||£ﬁ ds — 2.
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Chapitre 5. Existence globale et explosion des solutions d’équations non linéaires

de type Kirchhoff avec une dissipation fractionnaire faible

On choisit Cy = 2(y + 1)e, ug et uy tels que

S wound = 2(y + 1)(dT +1) Juo* — % > 0

2A 2(v+1)
I W+1 > b, for some b > 0.

Il suffit de sélectionner ug et uy tels que

/ wgundz — 20y + (AT + 1) uo|l? > 0
Q

puis on choisit M assez grand pour que

2A
[ otz =200+ AT 40 ol 2 57 > 0.
Q M

(5.21)

En outre, pour la seconde condition, que nous imposons sur M d’étre assez grandes pour que

—(2v+1) 24

—_— = >0
p+1 M

Nous rappelons ici que p > 2+ + 1 et puis on choisit b > 0. On obtient

Q'(t) > 2(y+ 1eH(t) + (v + 2)e / AR ds+€b/ |l

D’autre part, nous avons de (5.12)

p+1
p+1 ds

Qt)7 < 219 {H( tet (/ /\utu\dxds>9}

et par 'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'inégalité de Holder

1

(fo Jo lueul dxds) < [f(f (s u2dx)% (f,, 2 )%
< Q) [J1 (o ™ da) ™7 (Jyuia) ]

< 0 [ (fy ™ )] 7
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Chapitre 5. Existence globale et explosion des solutions d’équations non linéaires
de type Kirchhoff avec une dissipation fractionnaire faible

Par notre choix de # = s2— on peut appliquer I'inégalité de Young et une fois de plus I'inégalité

2(p+1)

de Holder pour obtenir
1

t = t t Til 1-26
</ / | ugul d:pds) <B / /ufdxds + / (/ P dx)
0 Ja 0o Ja 0 Q
t t 2/(p+1)(1-20)
<B / /ufdxds + (/ / |u|p+1 d:zcds) +(=1)/(p+1)(1-20)
N 0o Ja 0o Ja

pour un certain B > 0. Soit § = ’%1 > 0, il découle que

t =5 t t
(/ / |ugul dxds) <B {/ / uldrds + Tﬁ/ / P dmds} :
0 Ja 0 Jo 0 Jo

Par conséquent, en tenant compte de cette estimation dans (5.23), nous avons

¢ ¢
Q(t)ﬁ <210 {H(t} +eTIB (/ / urdrds + Tﬁ/ / Plias dxds) } :
0 Jo 0o Jo

Nous arriverons a

Q(t) =7 §K€{2(0+1)H(7§)+2(9+1)/Ot/ﬂufdxds+b/0t/ﬂ|u|p+1dx}

pour un certain K > 0, ce qui implique par (5.22) que

Q)™ < KQ'(t) (5.24)

si K est choisi assez grande pour que
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Chapitre 5. Existence globale et explosion des solutions d’équations non linéaires
de type Kirchhoff avec une dissipation fractionnaire faible

En intégrant (5.16) sur (0,¢) on obtient

Q)T >

_ .
QO™ — xt

i
w. Cette inégalité est veérifiée si Q(0) est choisi
(1-0)K
0T [Juo**”

Par conséquent, Q(t) explose en T <

de sorte que Q(O)ﬁ > % ceci est équivalent & choisir [ satisfaisant (¢ >

2.5 .—-1<ax< —% alors on utilise 'estimation
fot Uos(s — z)_(C“Jrl)u(z)dz}2 ds
< Jo (Jo (s = 2) 2 0dz) ([§ w?(2)dz)
< g% (J u*(z)dz) < Ct72 [J u?(2)dz.

Donc,
J(t)<C (2417 /O 8 /Q W2(2)dd.

Ici un bon choix de § soit § = M H~Y(t)/cos(am/2).Le reste de la preuve est similaire & celui du
cas 1

3.Sia= —%, alors

_p_ 172
IN {(fos(s — z)*%dz> T dz)”“] ds
1 2
<CJy [ (Jy lul ™ d2) 7] ds
<Cf sl (f |uf dz)ﬁ

et nous procédons comme dans le cas 1. La preuve est terminée. m
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Conclusion

Dans cette thése, nous avons traité I’interaction entre la source polynomiae non-
lindaire et les termes de dissipation dans le cas d'une dissipation du type
Balakrishnan-Taylor, une disspation viscoélastique et une dissipation fractionnaire.
Plusieurs résultats d'existence, existence globae, décroissance polynomiale et
décroissance exponentielle sont prouvés. De plus, nous avons établit des conditions
suffisantes assurant la non-existence de solutions pour un probléme viscoélastique
avec une dissipation de Baakrishnan-Taylor et une source non linéaire dans tout
I'espace. Les méthodes utilisées sont principalement: la méthode des multiplicateurs,
la méhode de Georgiev et Todorova, une technique de traitement du terme
fractionnaire, la méthode des fonctions test développée par Mitidieri et Pohozaevet et
plusieurs estimations.

Notre objectif ultime aprés ce travail de thése est démontrer la décroissance
exponentiel des solutions du I’équation de Kirchhoff avec une dissipation
fractionnaire faible.
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Résumeé

L’objet de notre travail porte essentiellement sur la détermination de conditions
suffisantes pouvant mener la solution atendre vers zéo lorsquet tend vers I’infini ou
aexploser en temps fini pour certains problémes de Kirchhoff avec une dissipation de
Balakrishnan-Taylor en présence d’un terme source de type polynomiale. Il est d§a
connu que cette source empéche I’existence globale (en temps) de la solution du
probléme. En fait, la solution (ou plus précisément I’énergie du probléme) tend vers
I’infini pour la norme de I’espace considéré quand . s’approche d’une valeur finie
. appelée temps d’explosion. Pour cette raison on appelle le terme source terme
d’explosion. Les termes de dissipations sont par contre des termes qui ont tendance &
stabiliser la solution du probleme. En effet, 1l est facile de voir qu’en absence de
termes sources, s la solution existe localement alors on peut toujours la prolonger en
une solution globae. De plus, ces termes de dissipations forcent la solution a tendre
vers |'état d'équilibre. Cette interaction entre terme source et terme dissipatif a été une
question centrale dans de nombreux travaux et elle I’est toujours. 1l est important de
savoir quel terme I’emporte sur |’autre.

En plus d’une Introduction, une Section Préliminaire et une section contenant un
grand nombre de références, le document comprend cing chapitres formant le corps
de lathése et nos contributions se trouvent dans les Chapitres 1, 2, 3, 4 et 5.

Le contenu du Chapitre 1 traite la décroissance exponentielle des solutions d’un
probléme de type Kirchhoff avec une dissipation de Balakrishnan-Taylor sous I’effet
d’une force polynomial. La deuxiéme partie du chapitre est consacrée a
I”établissement de conditions suffisantes assurant I’explosion en temps fini.

Dans le Chapitre 2, la dissipation frictionnelle forte est remplacée par une dissipation
extrémement faible qui est la dissipation viscoélastique. On montre que cette
dissipation est capable de stabiliser le systéme d’une fagon exponentielle. Ceci
améliore considérablement le premier chapitre.

Le chapitre 3, concerne auss le cas d'une dissipation viscodastique mais sous des
conditions beaucoup plus faibles. Un résultat d'existence globale et de décroissance
polynomiale est prouvé en utilisant les ensembles stables dans le cas d'une source
non-linéaire. Les résultats obtenus dans ce chapitre étendent le résultat de
décroissance exponentielle présenté dans le Chapitre 2. Ici, nous étudions le cas ou la
décroissance du noyau est polynomiale.

Dans le Chapitre 4, nous établissons un résultat de non-existence d'un probléme
viscoé astique avec une dissipation de Balakrishnan-Taylor et une source non linéaire
dans tout I'egpace. La preuve de ce résultat est basée sur la méthode des fonctions test
développées par Mitidieri et Pohozaev. Nous présenterons aussi des conditions
nécessaires d'existence locale et globae.

Dans le Chapitre 5 nous donnons des conditions suffisantes d'explosion de la solution
d'une éguation non dégénérée non linéaire de Kirchhoff avec une dissipation
fractionnaire faible en temps fini. L'outil principal utilisé dans la preuve repose sur la
méhode de Georgiev et Todorova et sur une technique de traitement du terme
fractionnaire.



Abstract

The purpose of our work focuses on the determination of sufficient conditions that
can lead the solution to tend to zero when t goes to infinity or blow-up in finite time
for some problems of Kirchhoff with Balakrishnan-Taylor damping in presence of a
source term of polynomia type. It appears that this source prevents the global
existence (in time) of the solution of the problem is to say that the solution (or more
precisely the energy of the problem) tends to infinity for the space norm when t tend
to afinite time T. The damping term stabilizes the solution of the problem. It is easy
to see that in the absence of source terms, if the solution exists locally then we can
always extend it into a global solution. This interaction between source term and
damping term has been purpose in many studies and it’s ill. It is important to know
what term outweighs the other.

In addition to an introduction, a preliminary section and a section containing a Iarge
number of references, the document includes five chapters forming the thesis and our
contributions are found in Chapters 1, 2, 3, 4 and 5.

Firgt, we establish sufficient conditions yielding exponential decay of solutions for a
Kirchhoff problem. The equation is subject to adamping of Balakrishnan-Taylor type
and a nonlinear forcing term. Moreover, we prove a blow up infinite time result.
Chapter 2, is devoted to the study of a nonlinear viscoelastic Kirchhoff equation with
Balakrishnan-Taylor damping. We show that the weak dissipation produced by the
memory term is strong enough to stabilize solutions exponentially. Also, we show that
a nonlinear source of polynomial type is able to force solutions to blow up in finite
time even in presence of a stronger damping kernel.

In Chapter 3, a viscoelastic Kirchhoff equation with Balakrishnan-Taylor damping is
considered. Using integral inequalities and multiplier techniques we prove polynomial
decay estimates for the energy of this equation. The results obtained in this Chapter
extended Chapter 2.

In Chapter 4, we establish a nonexistence result for a viscoelastic problem W|th
Balakrishnan-Taylor damping and a nonlinear source in the whole space. The
nonexistence result is based on the test function method developed by Mitidieri and
Pohozaev. We establish some necessary conditions for loca existence and global
existence aswell.

In Chapter 5, we give sufficient conditions of blow-up of the solution of a non-
degenerate non-linear wave equations of Kirchhoff type with a weak fractional
damping in finite time, we use an argument due to Tatar and proves the global
solution of this problem.
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