impliquent alors que 'on a :

(1) E,(0) <cp
On en déduit :

(3.19) E,(T) < cp

On pose :
pgh = g+ 6% avec 05 — 0 dans R

et

u‘lqﬁ€ — @ qrp sont donnés par (3.14)

P02k M 20,610, 11 9% [ 22,10,
, ou,, du,,
—(qZﬁ@ﬁﬁ)u‘a—j ’8_: =
<k 11 L2(]0,£[x]0,L]) ~t 11 12(]0,¢[x]0,L[)
ou, ||I?
X o
= (‘M*@u)ﬂ‘ g)_f
“CNL2(jo,¢[x]o,L])
On choisit maintenant p tel que :
o -

il vient alors :

G+ 0, - i
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Par conséquent :

I H?/

d

On déduit de la coercitivité des cofficients ¢, , de (3.16),(3.18), et E, (1) = E, (0)

MHLQ(]O (o, S O

2
ouy,

<c
8z,4 H

L2(]0,£[x]0,L|)

que :

Hu/l"LOO(O,T,H&(]O,E[X}O,L[)) <e

Hu;tHLw(O,T,LQ(]O,é[X}O,L[)) Ss¢

ce qui implique les convergences :

W= u dans L> (0,7, H3 (]0, 4] x ]0, L[)) faiblex
(3.20)
u, — u dans L> (0,7, L* (]0, 4] x |0, L[)) faiblex

H n—0

D’autre part (3.16) et (3.17) , nous donnent :

p ) — dans H}(]0,4] x 0, L[) faiblex

p gt ot dans L%(]0,¢[ x ]0, L]) faiblex

d’ott (3.11)et (3.12) sont obtenus.

Il reste & montrer que (3.13) a lieu.

Soient ¢ € © (]0,£] x 10, L[), v € ©(]0,T7) .

Multiplions la premiére équation de (1.19) par @uv et integrons par parties sur
(]0, €] x ]0, L[) x ]0,T], on obtient alors :
(3.21)

Trr ou, O
_ . 1 , _
(6 2u)/0 (/o (/ Uy PV dZQ) d~3> dt +/ / / q, s aZdesz 0
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Passant a la limite, on trouve :
T L T L
ou 0
6/ / / ppv” dzodzzdt +/ / / Qro=— Y dadt = 0
o Jo Jo o Jo Jo Oz Oz,

En integrant une deuxiéme fois par parties, on déduit la premiére équation de (3.13)
grace a la deuxiéme équation de systéme (1.19) et & la premiére convegence de (3.12), la
deuxiéme équation de (3.13) est satisfaite.

Montrons maintenant que les deux derniéres équations de (3.13) sont satisfaites. Pour

ce faire, multiplions la premiére équation du systéme (1.19) par p.v avec :

o € D(0,0x]0, L) x]0,T]) et v € D0, T]), v (T) =0, ' (T) = 0

et intégrons par parties deux fois par rapport a ¢ ,il vient alors :

T Ll L
[/ / / (6 — 2p) uypv" dzodzgdl + / / (6 — 2p) u,, (0) v (0) pdzadzs
o Jo Jo 0o Jo
/ / (6 —2p) uy, (0) v (0) pdzy) dz;;—i—/ / / - f/@?’g 827)(1 zdt| =0

Le passage a la limite, donne:

[.foT foL f(f 610" pdzydzgdt + fOL f[f v’ (0) dzadzs

— Jo s v (0) dzadzg + J ) fy i S2vdzdt] = 0
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en integrant par parties et en utilisant (3.13),,(3.20) et (3.21) ,on trouve :

( T L oL L gt
[ / / / 6u" " vpdzodzsdt + 6 / / (uv'\oTc,:)szng,
o Jo Jo o Jo
L e Ly pt
—6/ / (u'v]} pdzydzs +/ (/ u’v' (0) (deQ) dzs
o Jo 0 0
Lot T L 5u
— wv(0)pdzy | dzg — / / / q @z,)dzdt] =0
/0 </0 ¢ 2) ’ o Jo Jo klazeazk

grace & (3.13), , il vient :

{ (0) / " ( / E W) dz — v (0) / ’ ( / 4 m) a2
+6v(0) /O ’ ( /0 “ (0) 4,9sz> dzy — 60" (0) /O " ( /0 P (0) mzz) dzg} =0

En choisit v tel que v (0) # 0 ,et v (0) =0 il vient :

/ ul

En suite , on choisit v tel que v (0) =0 et v’ (0) # 0, alors :

9]
u
0) = =
uo) = %
Ceci achéve la preuve du théoréeme (3 —3) =
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3-3 Convergence de la suite des controles :

Maintenant nous allons étudier la convergence du contréle v, = —¢, du systéme (3.3)
avec ¢, donnée par (2.16)

Pour ce faire, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme (3—3) : On suppose que les données initiales @2,9&};* du systéme (2.16)

vérifient :

pu € L2(J0.¢[x]0,L]) 5 ¢, € H(0, x]0, L])

Alors il existe deux constantes ciet co , positives et indépendantes de p, telles que :

‘1 {ngguiQ(]o,ﬂ[x}O,LD +p H"DIIL* 2*1(]0,€[x}07L[)} <

2 2 _ o112
H%HL2(0,T;L2(]o,z[x]o,LD) S {H(’DBHL%]O,QX}O,L[) +pu? H‘Pt HH*I(]OI[X}O,LD}
Preuve. :

On commence par régulariser le systéme (2.16) .

Pour ce faire, introduisons 7, solution du systeme :

0 (quaT/") = —py* dans (]0,£[ x]0, L])

Oz, \ " Dz
(3.22)

7,=0 sur 9(]0,£] x |0, L[)
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Et soit v, la fonction définie par :

t
v (of) = / 0 (2, 8) ds + 7 (22, 23)
0

On vérifie comme pour (2.22) que 7, est solution de :

. O [ w9\ _
‘Y# am O (qn o) 0 dans 10, ¢[ x |0, L] x |0, T
Y, =0 sur 0 (]0, £ x 10, L|)
(3.23) !
7,(0) =1, dans 10,£[ x ]0, L]
\ 7; (0) = 0 dans |0,/ x |0, L|

Vi € [0,T], (3,10) I'égualite de I'energie (3.10) donne :

(3.24)

% i anm ‘% —

Vi cego oo + 0|52 r2(o.£[x]0.L]) 11 9% 1 £20,0x]0,L0)
_ 0|2 ke || 07y Iy O (oo
- ‘Y/ ‘99,,, r2qoxio) T 9 ||z LQ(]O,[[X]O,L[)’ 5 | 2 00.4010.20 C' (constante positive)

Grace a (3.22),, il vient :

or,\ (07, .
[ (52) (52) - - teiom

( , )désigne le produit de dualité entre H 1 (]0,¢[ x |0, L]) et H} (]0,£[ x 10, L]).

En appliquant, les inégalités de Young et Poincaré, on obtient :

(3.25)
// 1 ‘”’ 9T d7gd/,
Oz

1*2

2
90/, oty

aZg

H-1(]0,¢[x]0,L[) H}(10,¢[x]0,L[).

66



D’autre part on a grace a (3.18) et (3.19) on a :

2
/ /;f%]ﬁf <—“> dzedzs > ¢

2
0T

aZg

Si on choisit p tel que ¢ = (22—lf ; Pinégualité (3.25) devient :
c

2
copt || 0T, d /1 2
3.26 —||== <
( ) 4 aZé L2(]0,Z[X]O,LD Co b H 71(]0’6[X]O’LD
Combinant (3.24) et (3.26) , il vient :
* / *
‘Yu ’%HL?(]O,C[x]o,L[) S (|Y ‘99 LQ(OE[X]OL H

comme 7y, = ¢,

Alors :

L2(]0,¢[x]0,L])

1(J0,¢[x]0, L[>

H(/O#'Hi?(]o,f[x}O,L[) S ¢ (HSO?L’*HQB(]O,Z[x]o,LD +p? H%li*HH—l(}o,(f.[ﬂO,L[))

Montrons maintenant I'inégualité inverse :

e (|l

(10,6[x]0,L[) o’ H‘P

Pour ce faire, considérons :
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La multiplication de la premiére équation de (3.23) par p-v, et une intégration par

parties , donnent :

/ / / qk£ az dZod~3dt
|:/ / / dZQngdlL +/ / / 7u7ﬂd22d23dt:|

Compte tenu de (3.24) , il découle de (3.25) :
(3.27)

=¥

87,,
82,;

or o,

4 ke
q 3Zk

Y|l

2
10,¢[x]0,L[)

T
/ p(t)dt =
L2(]0,[x]0,L]) L2(]0,¢[x]0,L])

/// 'yﬂ dZQngdt-F‘Y*‘/ // )y, dzadzsdt

Appliquant une inégalité de Young au second terme du membre de droite de (3.27),

=2|Vr

on obtient part tout p > 0:

/ / / )y, v dzadzsdl < / / / dzgalzgdpr
T Lt ,
a)/ / / (7)) dzadzsdt
o Jo Jo

(3.28)

ou :

L>]0,T|

D’autre part, si ¢, désigne la constante de Poincarré, alors on a :

T L 8
(3.29) / / /p(t)fyidzzdz3dt / / / ’Y" 7"d22d23dt
o Jo Jo
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Compte tenu de (3.24) et (3.25), il découle de (3.29) :

52
/ / / 7ud22d23dt E [H%Hp(oe[ oLy T

o1y
@zk

(3.30)

Tp

+ gy B2

L2(]0,4[x]0.L]) LQ(]M[X]O;LD]

Ensuite remplagants (3.28) et (3.30) dans (3.27) , on obtient :

T
(/0 ( )UY*‘H@MHB]M x]0,L[) ‘Y ‘ 6“H“p#HLQ(Oi[X]OLD+

g or, ’87,,, B
"1 0ze Nl 2 ooy 11 925 Ml L2 0.0,
— 6~ lg"a i ‘ Oy
"9z Ml L2 go.aro.ep 1| 925 20,0020

<[ ol gy + ete) [

} H%t"L?(O,T;LZ(]O,L’[X]O,LD)

A A ~1, Kkt
Grace a la convergence de 1" q,;" vers g,

2 or or
(3.31) ||¢w + g || =L H £ <l
[ HLQ(]O,é[x]O,L[) 026 || 2 0.xi0.00 | 9% | L2000 I uHB(]o,z[x]o,LD
D’autre part la formulation fOL fo T <%) <‘;Z:) = —(pL*,7u) donne lesti-

mation : 3 5

T T
‘<@L7*7u>‘<0MH3M ‘8# =

ez oo,z 11 9=k 1L (o.xo,Lp)

ar
< Cofh Ha—ZZH ||U||Hg(]o,£[x}o,L[).

69



par conséquent :

oty

82;

)
[ HH*l(}o,fZ[xlo,LD S CM‘

Et enfin en reportant (3.31) dans (3.30) , il vient :

2

=2 ||, 1% |2
r2Qosxjory M H%

* 2
CQ{H‘P?I H*l(]O,IJ[x}O,L[)} < HSOMHL%]O,Z[X}O,L[)

Ceci acheve la preuve du lemme (3 — 3) .

A présent nous sommes en mesure de démontrer le théoréme de controlabilité exacte.

|
Théoreme (3-4) : Soit ¢, solution du probleme (2.16) ,Alors :
=1, 0% 0% 2 :
Wy @ dans L?(]0, ¢ x ]0, L]) faible
(3.32)
/1,_199/1;* — b dans H=1(]0,¢[ x |0, L]) faiblex
(3.33) e, = dans L%(]0, [ x 10, L|) faible

ot est la solution du systéme :

' p_ e 0 (00 _
6" — qk[@zk (0—Ze> =0 dans |0,4] x]0,L[ x]0,T]
=0 sur 0 (]0, ¢] x ]0, L|)
@ (0) = " dans |0, ¢[ x |0, L]
1,%
¢ (0) = T dans 0,4[ x 0, L]
\
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Preuve. : Tout d’abord, on a les estimations suivantes :

b ob | < el A (oo

I,
< cp (TZ’TI:‘> < cu

m

0,% 1,%
()O/[ 7 (p/l

ce qui par le lemme (2 — 1) donne :

T (A (907, 0k7) 5 (907, 047)

R

0,%
[ren

<V |1 Aeu (@0 00 || o 122 00 || 5
< op?
alors, on a :
0,% 2 0,% 2 —2 1,% 2 2
Hcpu L2(]0,¢[x]0,L]) < C{H‘pu r2ouxjo.n) T H Hcp# H*l(]O,E[X]O,LD} S
et aussi :

H99u,HL2(}o.,€[x]07LD S o
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Par conséquent :

el < e

-2
e < e

el <
On en déduit les convergences (3.32) et (3.33) .
Comme les données initiales sont peu réguliéres, avant de passer a la limite dans le

systéme (2.16) .On régularise le probléme en posant :
i
(3:34) 1 rt) = [ pules)ds 47 (oo )
0
ou 7, est solution de :

_ 2 (q’f %) = —pp* dans ]0,4] x 10, L[

7, =0 sur 0 (]0, ¢ x |0, L|)

En procédant comme dans la preuve du théoréme (2 — 4), on vérifie sans peine que

7, est solution du systeme :

( a0 oy
* T T U
Y| v, o (q# M) 0 dans 10,4 x ]0, L[ x 10, T[
1 =0 sur 010, ¢ x |0, L)
(3.35) )
7, (0) =1, dans 10,¢[ x 10, L]
\ 7, (0) = % dans 0, ¢[ x |0, L]
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on a facilement l'estimation :

HT;LHHl(]O,Z[X]@LD S o

de sorte que :

pwltr, T dans H'(]0,¢[ x ]0, L[) faible

On en déduit 'estimation :

H’YMHJQLP(]O,@[X]O,LD S CMQ

et les convergences

pty, = dans L*(0,T,H'(]0,£] x ]0,L[)) faible x

w7 dans 1 (0,7, I2(10, £ x 10, L)) faible +

D’autre part :

" 0 oy
-1 -1 _ke 13 _
B g (u 4, —azﬁ) =0
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En passant & la limite, on obtient :

( o [0y
S _ —
6,7 (kaazk <82/> 0

(3.36)

ou 7 est solution du systéme. :
0 L 0T\ »
aZk qkﬁ 823 - (p

Ty =70

Comme :

v € e([0,T], HE(0,¢] % 10, L)) N

ne (10,7, H (0,4 < 10, L)

On verifie sans peine que :
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dans ]0,¢[ x |0, L] x |0, T

sur 9 (]0, ¢] x 10, L])

dans 10, ¢] x ]0, L]

dans 10,¢[ x ]0, L]

dans ]0,£[ x ]0, L[

sur 0 (]0,¢[ x |0, L])

c' ([0, 77, £*(]0, £[ x ]0, L))



et (3.36) n’est autre que le systéme :

;

6()011
=20
{
@ (0) = ¢’
1,%
, _pr
| v (0=~

Ceci achéve la preuve du théoréme (3.4) . =

Maintenant revenons a l'étude du systéme (3.3) :

Théoréme (3—5): Lorsque ot — O , on a :

/u_lu;[* N uO

gl s !

0
(3.37)
n
et
U, — U
(3.38)
u

avec p~ v, = v dans L* (0,7, L*(]0, 4] x ]0, L[))

J— q* _ =
ke 8zkazg

dans ]0,4] x 0, L[ x]0,T]

sur 0 (]0, £] x 10, L|)

dans 10,¢][ x 10, L

dans 0, ¢[ x ]0, L]

dans H}(]0, €[ x |0, L]) faible

dansL2(]0, £] x ]0, L[) faible

dans L™ (0,7, H}(]0, £] x ]0, L]))

dans L>(0,T,L*(]0,¢] x ]0, L))



ot v est le controle exact du systéme limite :

( 0*u
P/ 1 _ . f
6u” —q; 52107 v dans 0, ¢] x 0, L] x 10,1
u=20 sur 0 (]0, €[ x ]0, L] x ]0,T7)
(3.39)
W0
u, (0) = 5 dans ]0,¢[ x 10, L|
/ UI
| v (0) = 0 dans ]0,¢[ x 10, L]

Preuve. En utilisant les Théorémes (3 — 3) et (3 —4), on remarque qu’il ne reste

plus qu’a montrer que v est le controle exact de (3.39)

lLe:

(3.40) w(T) = (T) =0

On multiplie (3.6) par p ' puis grace a (3.37), et aux estimations (3.32) et (3.33) ,
ona:

U, 0 dans L™ (0,7, H2(]0. 4] x ]0, L]))
(3.41)
W), — W dans L> (0,7, L*(]0,¢[ x |0, L[))

On peut donc passer a la limite dans (3.6) de la méme fagon que dans la preuve du

Théoréme (3 — 3).
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On obtient ainssi :

( 6y — a% (&l%) — —¢ dans ]0,1[ % ]0, L[ x ]0,T]
Y =0 sur 8 (10, 1[ x 0, L[) x J0, T
W (T) =0 dans ]0,1[ x 10, L]
Y (T)=0 dans 10,1 x ]0. L]

ol ¢ est donnée par (3.33) . Pae ailleurs (3.41) et (3.6) impliquent que v = V¥ .
Comme ¥ (T) =V (T) =0 ,on a (3.40) .

En appliquant HUM au systéme (3.39) , on construit I'isomorphisme :

A L2 (]0,1] x 10, L[) x H=*(]0,1[ x )0, L]) — L*(]0,1[ x |0, L]) x HZ (]0,1[ x |0, L)

1 0
u )
/\ : 0’ 1,* ,—
(") — (—6 5 )
et donc de déterminer v de facon unique .
Alors :

u, — U dans L™ (0,7, Hy (10, ([ x 10, L[))

et

p v, — v dans L (0,7, L*(]0,¢] x ]0, L))
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Chapitre4 :

Cas des données initiales moins réguliéres.
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4-1 Homogeneisations et convergence des controles

Dans le probléme que nous venons de résoudre, les donnée sinitiales u?, et ul, du

systéme (1.5) étaient prises respectivement dans V., et L? (Qzﬂ) Maintenant, nous al-
. e / .

lons les choisir dans L? (Q:H) et V_, respectivement. Il y a dans ce cas un transfert

de régularité; 2, et ¢!, sont plus régulieres maintenant. De ce fait, les résultats de

convergence liés aux suites {¢,, } et {ue,} sont échanges.

On considére le systéme :

)
Zé’# + Aoy = ey dans Q:#X]O, T|

Zepy =0 sur 00 %0, T
Dz

(4.1) ) a;“ —0 sur T, x]0, 7|

Acp

2y (0) = Zgu dans Q7
2L, (0) = 22, dans 7,

On suppose encore que les hypotheses (1.2), (1.3) et (1.4) sont satisfaites.

2 2 2 2

I gy, 1y Py, 1, ey " gy
ew = — 11 — it — Ko — e

" 0% “ 02,0z 02,02 02,02
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et les données initiales sont :

2, € L? (Q:,) (4.2)
(2)

1 !

Z, € Vo

!

On suppose que v, € [H* (0,7, L% (9, ) )] -

el

Sous les hypothéses données, et pour € fixe et T = 0 , il éxiste un controle telle que

la solution z, de (4.1) verifie :

Nous montrons d’abord qu’un tel controéle existe.
Ce controle est construit par H.U.M comme suit :

On défine ., par :

oL+ Acptpe, =0 dans Q7,x]0,T]|
e =0 sur 290, 7|
0
g sur I';, x]0, T
(4.3) $ dva,,
908;1 (O) = 902# < V::,u, dans Q:#
L P, (0) = ‘/9;” €L (Q:u ) dans QF,
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et soit ¥, solution du systéeme :

\II’E’” + AV, = —ap’g’u dans Q;‘#X]O,T[
v, =0 sur 0 x]0, T
(4.4) X 5
v,
WA:‘ 0 sur FEMX}O, T[
| Ve (1) = W, =0 dans 7,

la dérivé -, n’est pas prise au sens des distributions :

On définie -, par :

T
(4.5) <ﬂ%w@_/ﬁ/<%ywﬁ Ve € H' (0,1, 1% (2, ) )
0 JOe,

donc :

—pe €[0T 07 (2%,) )]

el

Posouns :

P, = Vi< L*(,)

el
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et

L’opérateur A, est définie par

(4.6) Aoy (920 02,) = (U0 (0), 2, (0))

Avec la définition précédente ; on vérifie que :

T
</\5H ((PSH, (piu) ) ((/92“7 (p;u)> = /0 A ((PIEH)Z dxdt
cp

et on definit une norme sur F,, par :

H%OONPI

T
2 N2 dadt = 1|12
Fa# o A [22# (SO> dldt ||g0 ||L2(Qz# )

En utilisant les résultas de Lions [11], adapté au domaine perferé, nous avons les

estimations suivantes :
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L2(9, ))

1
v, e

1
v, s

@) )
1 (H‘ng (%, )) < /0 /Q (99/)2 dxdt < ¢ (Hgogl,,
Em

ou ¢; et ¢y sont deux constantes indépendantes de ¢.

Cette estimation motre que fOT J. %, (¢')? dadt est effectivement équivalente a la norme

de (992us cp;#) dans Fg,

. . . / , , .
Il s’en suit que A, est un isomorphisme entre F;, et I, . Par conséquent, I’équation

(48) /\Eu (ngw (/9;#) = (ZEI;L’ 7’2(?#)

posséde une unique solution et compte tenue de la définition de A., , on a donc :

1
vo(0) = 2y,

Ep

\IJE/L (O) - Zgu

Posons :

(49) Vep = 7(10/5,;1,

ot ., solution de (4.3) avec ( 902#, 90;#) donnée par (4.8) et (4.9) , on voit que ¥,

est la solution de (4.1) , hors ce systéme n’admettant quune solution unique
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A savoir z,, :

(4.10) P

Par conséquent :

2.y (T) = 2L, (T)=0

Remarque (4-1)

Le controle v,, dans cette situation est encore dans un espace faible.

Maintenant % et ! appartiennent respectivement & L2 (Q:H ) et V,, donc le

théoreme d’homogénéisation (2.3) est appliquable au systéme (4.3).

Mais pour passer a la limite dans (4.1) , nous avons besoin d'un théoréme analogue

au théoréme (3 —1).
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Théoreme (4-2)

Soit vy = —p», le controle exact donné par H.U.M pour les ystéme (4.1).

Supposons que :

i) 2, — 2z dans L2 () faible
(4.11)
i) ||z, v, <c¢ (c indépendante de ¢ )
alors :
oL, = @, dans L*(92x]0,T[ ) faible
et Vg = — ‘Y: cp: est le controle exact pour les ystéme :
( ®| M d kl 8‘7#’
v, Z“_f‘)_% qﬂa—% =wv, dans |0,/[ x]0,L[x]0,T
2, =0 sur 0 (]0,1[ x ]0, L[) x 10, T
(4.12) !
2, (0) = ) dans 10,{[ x ]0, L[
\ 7, (0) = 2" dans 0,1] x |0, L]
ot z%* est donné par (3.12)
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Ce théoréme contient deux resultats de convergences : une pour la solution et ’autre

pour le controle.

Preuve. : On commence par démontrer la convergence de la solution z., . Pour
démontrer ce théoreme, comme on 1'a déja noté dans la remarque (4 — 1).

On considére le probléme :

)
!
wi, T Aque, =G, dans Q7,x]0, T

sur Q0 x]0, T

Wep =0

(4.13) ) % =0 sur I';, x]0, T
e (0) = 2, dans €2,
W, (0) = Wl,,, dans €27,

avec les conditions initiales (w?,, w!,) satisfaisant lelemme (2—2) et o0 G, € [H' (0, T; L (€27,))]

et est définie par :

T
(GL,, @) = / / Gl @' dadt Vo e H' (0,7,L% (9, ) )
0 Qep

)

supposons que Ge, € C ([0,T]; L (,)) et :
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i) Ge— QG dans L2 (2, x [0,T]) faible
(4.14)

i) G-,(0) — G, (0) dans L? (9., ) faible
quand e - 0. =
Onale:
Théoréme (4-3)

Sous les hypothéses <Hw

v, < c), (dzgﬂ —wy dans L? () faible) et (4.14),

1
ep

. . . . . : 1% .
il existe une suite {w.,} notée encore {w.,} et une fonction w;* tel que :

Dey, — Wy dans L? (0,7 L (Q) ) faible

ot wyest solution du systeme :

( N e |
’}/’M‘wﬂ‘_ajk, qﬂa—zl = ‘Yﬂ G# dans ]O,Z[X}O,L[X]O,T[
w, =0 sur 9(]0,1[ x |0, L[) x ]0,T]|
(4.15)
w, (0) = fol Wiz dans 10,1 x |0, L]
| W, (0) = wh* dans 0,1 x |0, L
ol



Preuve. La démonstration de ce théoréme est quasiment la méme que celle du

0 et w!, du systéme (4.13) sont dans

théoréme (2 —4) . Les conditions initiales w?, o

des espaces faibles , donc on introduit

t
(4]‘6) ,YE;L = / wS;L dS + TE;L
0

pour régulariser le systéme

ou T, € V,, est defini par :

¢

AE/LTE,U, = _wiﬂ + Gsp, (0) dans Q:,u
(417) < Tep = 0 sur Q:g
OTe i .
ﬁ =0 sur (99, \ 29)

£

Nous avons

/ —_— /) . /’. _— 1/
Ve = Wep s Vep (O) — Yep

et

t

AcyVep (z,t) = Acpwey (2,8)ds + Acpymep (22, 23)

t

(G;# — w’g’ﬂ) ds + (—wl, + G-, (0))
Ep (t) - Gglt (0) - wlslu, (t) + wi_‘/l, (0> - w;u + GE/L (0)
en (1) — wiy, (1)
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d’oll

Aoy + 'y;N =G,y

(4.13), et (4.17), donnent :

VYeu =0

et , (4.13); et (4.17); donnent :

875 o
v A

ep

et

d’ou vy, verifie le systéme :
/Ygu + AEM’ng, = Gsu,

Yep =0

Mep

(4.18) Fon

=0

,YE;L (0) = 7—5#

, —,,0
’ylau (0) - wa,u

quand e — 0 .

sur 0x]0, 7|

ep

=0 sur (90, \ Q) x]0, T

Ep

dans Qf,x]0, T
sur Q20 %0, T

sur (02, \ Q0) x]0, T

*
dans Q7

« *
dans Q7
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Les hypotheses (2.4) et (4.14) sur w}, resp G, montrent que si Q. est 'opérateur

donné par le lemme (2 — 1) , alors :

QepTep — Tu dans H}(Q) faible

ou 7, solution de :

d or .
B (%lfla_:) = —w/*+ G, (0) dans ]0,1[ x]0, L]
T,=0 dans 9 (]0,1[ x ]0, L])

Les méme procédés de calcule effectués dans le chapitre 3 , nous permet d’appliquer

le théoréme (1 —4) a (4.18)

Py, = Y dans L>(0,T; H'(Q) faiblex

P,y =7,  dans L®(0,T; L*() faiblex

ou v, solution de :

[ e O (D 2 dans 10,0 x 10, L[ x 0.7
‘“Wﬂia—zk q’L@—zl — Ypu ans],[X], [X], {
¥, =0 sur 0 (]0,1] x ]0, L[) x |0, T
Yy 0)=m, dans ]0,/[ x |0, L]
1 Od
7, (0) = —fo‘(;’i i dans 10,1 x ]0, |
I
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Les méme calcules que dans chapitre (3) ,avec 7}, = w,, ,;nous donne :

— =~/ * /
Wep = Vau—%Yu T

d’ou :
Wp = ‘Y;ﬂ Vu
donc
1
ul0) = V7] 5,0 = [ 8
0
et
w = Y[
donc
! * (9 kil a’)/p, (0)
0 = 1o = o (#5246,
w;L(O) = wi*

T 9z \ I oz,

’Y:"\”” 0 (qkl%) — G/J,

91



en remplacons ‘ Y,

!/
Y, par w, ,ona:

/ a a’y L
YT 0z <q’k”l azi ) = Cu

et

multipliant par ‘Y: :

% " (9 n a Y* ’Y/ % /
’Y#’w#_a_zk <(]/lil‘#l#> - ’YH’GLL
donc
. 0 ;0w ol
Yileh =52 (qﬁ]a—;> = [V G

d’ou le syséme (4.15) . m
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Preuve. du théoréme (4 — 2)

On donne seulement un appergu de la démonstration, les arguments sont les méme

que ceux du théoréme (2 — 3).

De (4.11), (4.8) et I'inégalité (4.7) , il vient :

0
2

VE#JFHSD;MHB(Q;N) < c

ceci implique que :

i) @ =l dans L? () faible
(4.19)

i) o, — e dans L2 () faible

Maintenant le théoréme d’homogéneisation (1.4) peut étre appliqué au probléme (4.3).

Donc si P, est I'opérateur de prolongement donné par le lemme (2 — 1)

PE“ P 7 ¢/—L

PS“(’O’W - d)ﬂ

ou ¢, solution de :

93

dans L>(0,T; H(Q) faiblex

dans L>(0,T; L2(2) faiblex

(V2] 6, + Aup, =0 dans 10,1] x 10, L[ x 0, T
¢, =0 sur 9(]0,1] x [0, L[) x 10,7
0
< 6, (0) = ‘i‘;‘ dans 0,1] x 10, L]
” 1
¢, (0) = ’Zi’i dans ]0,1[ x |0, L]



ou :

0 0
A _ kl
H (9Zk <qﬂ 027>
si on note ¢, = ‘Y; ¢, , alors :
(4.20) Py — Ol dans L?(]0,1[ x |0, L|) faible
Ce pendant :
( ”
V| ¢, + Aup, =0 dans 10,1 x ]0, L] x |0, 7|
¢, =0 sur 9(]0,1] x 0, L[) x 10,7
(4.21)
@, (0) = 902 dans ]0,1[ x |0, L]
\ ¢, (0) =}, dans 0,1] x |0, L]
Revenons au systéme (4.1) .
En appliquant (4.3) avec G, = — 4,9;# , il est clair que (4.20) implique (4.14),

d’ott on obtient le systéme homogéneisé (4.12) .
Pour conclure, on verifie que — ¢, .. est le controle exacte de (4.13) .
En utilisant le théoreme (4 — 3) , pour passer a la limite dans le systéme (4.4) , on

obtient le systéme limite :
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( 0 v, .
Y| vy — F (qgl8—;> = — |V ¢, dansQx]0,T]
v l

v,=0 sur 99 x |0, T

!

U, (T)=v,(T)=0 dans Q

\

En appliquant HUM a (4.12) , on peut construire un isomorphisme telle que :

0 1y _ Lx _ .0
/\/l, (90#1 k)O/J,) - (Zu *7 NN)
avec ¢, donnée par (4.21) , alors — |Y#’f‘ 30;; est un controle éxacte.
Remarque :
1 1 2 .
Zey 2 dans L (Q) faible

et le théoreme (4 — 2) donne Z* = 2 et (%, — 2, dans L*(Q x ]0,T7) faible) m
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Chapitreb :

Etude de la controlabilité exacte et de la
convergence du systéme bidimentionnel
dans le cas des données initiales moins

réguliéres.
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5-1 Etude de la controlabilité exacte du systeme (4.12) :

Dans tout ce qui suit, ¢ désigne les différentes constantes positives indépendantes
de pu.

On ale:

Théoréme (5-1) :

Pourtout T > 0 , il existe un controle :

!

(5.1) v, € [H'(0,T,L* (]0,1[ x ]0,L[ ) )]

telque la solution z, de (4.12) satifasse la condition :

(5.2) 2o (T)=2L,(T)=0 dans 10,1 x |0, L] x |0, T

ep

Pour démontrer ce théoréme, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme (5-2) :

On suppose que les données initiales <pz et apt du systéme (4.21) verifient :

¢ eVyet o, €L?(0,1[ x]0,L[ )

Alors il eviste deux constantes ¢y et ¢z, positives et indépendants de ju telle que :

2 _ 2
“ (H(ngVu +p! H(’QllerLZ’(]O,l[x]O,L[ )) < H('OLHLQ(}O,Z[X]O,L[ )x]0,T
(5.3) et

2 2 _
H%Hpqo,z[x]o,u)x]o,T[ S 6 (“¢2HVM +ut H‘pmmqo,ux]o,u ))

Ce lemme se démontre comme le lemme (3 — 3)
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Preuve. Preuve du théoreme (5 — 1) :

Introduisans ¥, solution du probléme :

( Y* \If” a Iclalll,u _ Y* ” I T
‘u‘ " B qﬂa—zl ——‘ #‘%0# dans ]0,1[ x |0, L[ x ]0,T]

(5.4) U, =0 sur 810, 1[ x 10, L] x 10, T|

(T)=0 dans 10,1[ x |0, L]

ou ¢, verifie :

(=g, ®) = /OT (/OI </OL @L@ldxg) dz> dt v e H' (0,7,L%(]0,1[ x ]0,L]) )

desort que @, € [H' (0,T, L* (]0,1[ x ]0, L]) )] espace dual de H' (0, T, L2 (]0,1][ x ]0, L[) )
Posons F,, = V,, x L*(]0,1[ x |0, L) , on a maintenant F/; = V' x L2(]0,1] x |0, L)

et définissons A, comme précédemment.
Grace au lemme (5 — 2) , nous savons que A, est isomorphisme de F), dans F!; tel

que :

55 (I el) <l el <o (I e,

D’ou il découle de I’équation

(5.6) N (s ) = (2 —=2p)



. /
a une et une seule solution dans £}, car (zlll*, —22) €F,
Choisissant :
o * ”
(5.7) v = — Y| @

ol ¢, est la solution de (4.21) avec (¢, ¢,,) solution de (5.6)

De plus, on a par définition :

(5:8) Mo (P ) = (2,(0), = 9,,(0))

confirmant (5.6) et (5.8), et tenant compte de l'unicité de la solution de (4.21) , on

obtient :

. _ *
de sorte que : v, = ‘Yu

¢, est le controle exact convenable. m
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Maintenant nous allons faire tendre y1 vers zéro.

Théoréme (5-3) :

On suppose que les données initiles z};* et 22 du systeme (4.12)  satisfaisant a
(5.6) :
(
ptz) — 20 dans L2 (]0,1[ x ]0, L[) faible*
(5.9) plal — dans H71(]0,1[ x ]0,L[) faible*
Wz, — oz dans L*°(0,T,L?(]0,1[ x ]0,L[ ) ) faible*

\

Alors, lorsque u tend vers zéro, on a :

(5.10) Uy =V dans [H' (0,7, L*(J0,1[x]0,L[ ) )]/ faible *

ot v est le controle exact du systéme :

( " * Pz _
6.2 —qklm = dans ]0,1[ x ]0, L[ x |0, T
z=10 sur 0 (]0,1] x |0, L]) x |0, T
(5.11)
2(0) = 2° dans 10,1 x ]0, L]
2(0) = 2 dans ]0,1[ x ]0, L]

La preuve de ce théoréme découle aisement des résultats suivants
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Théoréme (5-4) : Soient 5, et o} les données initiales de (4.3) solution de (5.8).

Alors, on a :

pteh, — dans H'(]0,1] x |0, L|) faible
(5.12)
Py, — ot dans L?(10,1[ x ]0,L]) faible

ot @V est une fonction indépendante de x;.

En outre, on a :

0, — ¢ dans L% (0,75 H' (]0,1[ x |0, L])) faible
(5.13)
o, — ¢ dans L> (0,T;L*(]0,1[ x ]0, L[)) faible

ot @ est la solution du systéme :

/ 2
6.0 — q’tlazk—(’i — dans 10,1 x )0, L[ x ]0, T
~1
=0 sur 9 (]0,1[ x 10, L[) x 10, T
(5.14)
_ ¢
¢ (0) =% dans 10,1[ x 10, L]
o) = &
¢ (0) = 5 dans 10,1 x ]0, L]

ou les coefficients g, sont donnés par (3.14).
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Preuve. Esquise de la preuve du Théoréme (5-4) :

Grace au lemme (5 —2) ainsst qu’a (5.6) et (5.9) , on a les estimations suivantes :

il <

—1| 1
H H%J L2()0,1[x]0,L[ ) S¢

(5.15)

H‘P;LHLz(]o,z[x]o,L[ o S €

leully, <<
On en deduit (5.12) et (5.13) .Puis on verifie sans peine que ¢ est la solution de

(5.14) m
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Théoréemé (5-5) : Lorsque i tends vers zéro, la solution Uy de (4.4) vérifie :

(5.16) wh, — w0 dans L (0,73 H" (10,1[ x 10, L[)) faible

avec ¥ satisfaisant :

6.0" — qi,m = —6¢" dans 0,1 x 0, L[ x ]0, T
(5.17) =0 sur 8 (10,1] x 10, L[) x 10,77
| ¥(T) =¥ (T)=0 dans 10,1[ x ]0, L]

Preuve. du Théoréme (5-5) :

Nous allons procéder comme dans |4 ; pour cela introduisons x,, € V,, , solution de :

;

_AILX,u - (/9;1 (T) dans }07 Z[ X ]07 L[
(5.18) X, =0 sur 9 ( ]0,1[ x ]0, L)
Xy
\ W:O sur |0,{[ x |0, L]

et posons

T
Y, (z,t) = / W (z,s)ds+x,
t
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Par la méme technique de calcul utilisée dans le chapitre (4) , on vérifie aisement que

7, est la solution du systéme :

* n a ar}/ /
‘Yﬂh“_ﬁ_zk (Qfl@—z’;> =, dans ]0,1[ x ]0, L[ x ]0,T]
v, =0 sur 90,1 x 0, L[ x 10, T7[
(5.19)
Y, (T) = X, dans 10,1[ x )0, L
7;1, (T)=0 dans 10,1 x ]0, L|

On montre a partir de (5.15) que x ., est bornée pour la norme de V), ; par conséquent :
(5.20) Nt — dans H'(]0,1] x ]0, L[) faible

avec y indépendantede z; et vérifiant :

a * aXH 7 .
. (CIMg) — ¢ (T) dans ]0,1[x]0, |

l

(5.21)

x=0 sur 0)0,1[ x ]0, L[

On utilisant (5.15) et (5.20) on trouve que :

B = dans L (0,7 H(0,1] 0, L]) faible”
(5.22)

P, dans L*°(0,T;L%(]0,1[ x ]0, L[)) faible*
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ol ~ est indépendante de 2; et 7y est solution de :

( o o~
67" ~ Gz (0_;) = —6y, dans [0,[ x]0, L[ x |0, 7’|
N =0 sur 010,1[ x 10, L] x 10,7
(5.23)
~(0) = x dans 0,1 x ]0, L]
~ (0) =0 dans 10,1 x |0, L]

puisque ¥, = 7, , on déduit (5.10) de (5.22) et l'utilisation de (5.21) et (5.23) permet
d’affirmer que ¥ est la solution de (5.17) .

Ce qui termine la preuve du théoréme (5 —5). =

105



Preuve. Esquise de la preuve du théoréme (5-3) :
Puisque par le théoréme (5-1) , on a z, = U, , le théoréme (4-3) nous donne immé-

diatement :

Pz, — oz dans L™ (0.7;L%(]0,1[ x ]0,L[)) faible*

D’aut t =—|Y ¢,
autre part comme v, = u| Py > Onaaussl:

v, — v dans [H'(0,7,22(10,1[x]0,L[ ) )]  faible *

Et 'obtention de (5 — 11) découle du théoréme (5 — 4). Nous tenons a préciser que
toutes les convergences obtenues jusqu’a présent sont lieés & des sous-suites extraites de
{u}. Pour achever la preuve du théoréme (5 — 3), on doit encore montrer que toutes les
convergences ont lieu pour toute la suite {u}.

Pour ce faire, on applique la méthode H.U.M au systéme (5.11), ce qui nous permet
de savoir que le controle exacte v est unique, d’ott 'on déduit que toute la suite {v, }

converge et par suite, toutes les autres convergences ont lieu pour toute la suite {x}. ®
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Apprendice :
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Preuve du lemme ( 3-2)

Notre preuve utilise essentiellement des idées de 'appendice de [6] basée sur le théoréme

de compacité par compensation [13].

Dans tout ce qui suit, ¢ désigne différentes constantes positives indépendantes de ¢ et

le ~ désigne le prolongement par zéro de toute fonction définie sur €2..

Maintenant nous donnons la preuve du lemme (3 — 2) .

Preuve. Introduisant p, et V. solution de :

107p p Pe| "
—|° 82%8 * 32%6 azg = Jou dans 2z,
(A1) p. =0 sur 27
dp.
= =0 sur 'y,

( .0 (0p 0 (0dp 0 (0p
— e 1 £ £ £ — f d - Q*
|: aZl <821> i 822 (822> + 82’3 (823>:| fc ans i
p. =0 sur 57
Ip.
P =0 sur I',,
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L’équation A., 7., = f., dulemme (3 — 2) s’écrit encore :

3_21 aZg

*
dans €2,

(A.2) - [slaAl + aAf] = fen

En soustrayant (A.2) de (A.1), on obtient :

., 0 0p. 7] dp
_ 1~ A £ _ A 3 —
|:€ 821 <A1 621) + aZg <A€ 82;)} 0

Posons :

7 _ A . apa _ -1 87_5# ) 8’7'5# - 8/)5
O-E,LL - T ~ - a’Zl azé b5 b
Zi 0z Jze Jz;
on vérifie facilement que :
L 0ol ot
gt -

o
= 0
321 + (92@

Comme on a :

A

||fa;:, HVE',, X G

On en déduit d’abord :

HTf#H ¢

||vps H ([2(9;[))3 S C
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Puis :

10eull2ye < ¢

Ainsi, on a, aprés extraction éventuelle d’une sous-suite :

PeTep — Ty dans H& (Q) faible

o, — o, dans(€*(Q) )® faible

Ou o, vérifie :

9] v

Soit h € D(2) , on introduit n., définie par :

825

57 5

n _ =1 (6—18(Q5MW5/L>>+5£ (a(QaMWau)
i 821

tel que :
.
A We=h dans Q7
y We, =0 sur Q:i
ow.,
QU—A: =0 sur I,

En remarquant que :
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Et que :

(A4)

1l vient :

Al (8_1

0Ty 0(QepuWep)

0 (Qerey) OWe,
527; . &zj ( .

)
dZi 8zj

1 0(Q:Wey) d(QWe,)
1 0z ) + A 0z

Ney = Aq <5

B (0@ (Cla@w.wﬂb)) .

Dz; 0z Oz’ 0z

9 (QW,) 9 (Q-W.,) 1t 0(QepTep)
0z A 0z = & 0z
<1 OW. OW.
en T e tay E‘)zl# + awe 82:
~t awg 4 a/WE L
gsur =€ 1a€1 azll Aok ((921:

Soit ¢ € D (), ¢ indépendante de z; , on a alors :

(A.5)

[C

— agé’ agg ~f
— —/Q (5 18—25 + aZ:) stTsM.@dZ — /anﬂ ((IOETS;L)

17 0(QepeTep)

2 ~ 0 (qu.TglL)) oz =
z1

55# 824

Le terme de droite converge vers :
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Vi, j=1,2,3

77, 200, 1:))

~ 0

(Qa,u-Te,u)

825

Op
—d
87:4 *



par ailleurs on a successivement :

1
I= Y/|.h Cdz ) dzodzs =
/(‘ TMO // (T“az) (/0 fu 1) 2023
. ow,
/(\Y DT dM—/ / g, < g M)mdzs —
/(]Y | b dz+// s MOW dzodzy +
a~e 0z
[
/ ‘Y ‘ DT, dz—i—/ / E;TZ ( /aaW)gosz(lz3 —
VA
—/ / (p.Tﬂ‘ ‘hdZQdZS //07—“ keaW odzydzs
o Jo 0z

) d22d~3

Alors :

10 (Qs Te ) 0 (Qs Te ) 487 aI/V , .
1 pTep : pTep 9Tu
(A6) A (5 o ) + Ay < 92 qu 52 07 £ dans D' (Q) faible

112



On s’intéresse maintenant au deuxieéme terme de (A.4). La méthode des échelles mul-

tiples utilisées dans [2] donne :

, ow, PwW,
Wey = W,+e (—xﬁ (y) 67#> o 872#% (y) + ...
2p 2y
Ou :
W, = lin(l)ﬂ/sﬂ
X,. est la fonction donnée par le systeme (1.22)
6, solution de :
( ‘
o (o0 , o 3 (X, — wr) .
faij({)_yi <8y/. _ Xﬁéﬁ) = Y| aw Iayi dans V!
¢
¢ 00 .
;5 (aTJ‘; — Xﬁéﬁ) n; =0 sur E)NY#
QfL periodique en

On vérifie aisement 'estimation :

‘V(Jm(w)s < ¢ (c constante indépendante de ¢)
1
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on a aussi :

2

We _ ) oW,
—=k = - ‘ R! RYfon \ S C
0z Ay Oz R (2) avec |Rel (02,) 3 €
o, N (y)\ oW,

cp 1— W ) L £ (o . 4 <
v ( m 95 +eRE(2) avec ’RE m(ez,) S ©

Ensuite on a successivement :

(

0p.0(QeWe)  Op. OWeu 9. Mz . O,

0z; 0z 9z 0z Oz, 0z Oz Oz -

_0p (L 0(Q W)\ |, 9D O,
- 821

822 Zy

> K. > XL\ oW,
021 (9y1 (9~4 02y (‘9yg (‘9,2[

\ 0z (512 8y¢> Oz + B (2)

Posons :

Ge - 51’4 - a%:L aﬁg
g Oy ) 0z
il est clair qu’on a la convergence :

gep —~ g, dans D'(Q) faible
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Soit maintenant ¢ € D (Q)

( .
/nw.ga.dZ—/cr
Q Q

 indépendante de z; , il vient:

€ ) vz

10(Qe Wey)

1

e 0z
D (Q=We)
¢ e/ _
+ /Q Tcp 7824 «odz

dolt ot )
= — £ 1 K cu WE . d — / £ EWg —Sod
/Q ( 0z 0z ) Pellenpas 7o (QeWey) 0z
on a alors
/nwgodzé/ W”@Zdz =
YN 1 A 1
0 ' y ow,,
= — dz | W,dzdz dz :
[ (f et ) et [ [t ) 2

Gréace a (A.3), il vient :

/ Nep-pdz
0

c’est & dire :

oW,
aZg

~

~

od

L)

1
(A7) Ney — ( / aflrdzl> oW, dans D' (Q) faible
0 Dz
Combinant alors (A.4), (A.6) et (A.7) , on obtient :
0Ty W, OW, /102657 oW,
MOz Dz M Oz N AP
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Comme le choix de W, est arbitraire, on en déduit :
or !
ke9Tu ¢
—X —g = o dz
qp, azk g o /(; utie1

Grace a (A.3) , il vient :

w0y _ ;.

"0z} Oz

avec

m

2 € H '(]0,¢] x]0,¢))

car g, € £*(]0,£[ % ]0,4])
11 suffit maintenant de choisir :

.
# (92@

pour que la preuve du lemme (3 — 2) soit terminée. m
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