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Introduction

Bien que la théorie abstraite des opérateurs auto-adjoints et symétriques semble ache-
vée, le probleme de la décomposition spectrale explicite des opérateurs concrets (diffé-
rentiels, integraux. integro-differentiels, etc.) est un domaine de recherche important. Il
yv'a un grand nombre de travaux consacrés a la décomposition spectrale des opérateurs
differentiels ordinaires et aux dérivées partielles, voir par exemple les monographies de
Yu. M. Berezanskii [4], A. G. Kostyuchenko, I. S. Sargsyan [13], B. M. Levitan [18|, M.
A. Naimark [21], E. C. Titchmarch [28].

Depuis ces derniers temps, certains auteurs ont commencé I'étude des opérateurs
intéeraux [12], et integro-differentiels [5], [6], [9], [16], [17], [25]. Le mémoire présenté est
consacré a l'étude des résolvantes et fonctions spectrales d'une part des opérateurs de
multiplication et de convolution et d’autre part des opérateurs du type de convolution.

Le premier chapitre est consacré & un bret rappel des principales notions utiles tout
le long de ce travail, pour le plus de détails voir par exemple [1, 8, 11, 29)].

Le deuxiéme chapitre traite des résolvantes et fonctions spectrales de certaines classes
d’opérateurs de multiplication et de convolution. Une bonne partie est consacrée aux
constructions explicites des fonctions spectrales. De telles questions pour differentes
classes d’opérateurs ont été traités dans [2, 3, 7, 9. 10, 14, 15, 19, 20, 22, 23, 24, 26. 27|

Le dernier chapitre est consacré & I'étude des résolvantes et des fonctions spectrales
d’'une classe d’opérateurs du type de convolution. Des formules explicites de ces résol-
vantes et fonctions spectrales ont été obtenues.

Enfin, on illustre les résultats obtenus par l'étude d'un exemple concrét.



Chapitre 1

Notions et Résultats Préliminaires



Soit H un espace de Hilbert . un opérateur linéaire T dans H est une application
linéaire dont le domaine D(7') est un sous-espace de [ et dont I'image R(7') est contenue
dans H . Le graphe G(T') d'un opérateur 7' dans H est un sous-espace de H x H défini
par :

G(T)={(z,Tz) tel que : x € D(T)}

L’espace nul N(7') d'un opérateur 7' dans H est défini par :

N(T)={x € D(T) tel que : T(x) =0}

L'opérateur S est une extention de l'opérateur 7' ( ie ) D(T) C D(S) et S(x) = T(x)

pour toute z € D(T) si et seulement si , G(T) C G(S) et on écrit : T C S .

Définition 1 Un opérateur fermé dans H est un opérateur dont le graphe est un sous-

espace fermé de H x H .

Lemme 1 Un opérateur T' est fermé si et seulement si . pour chaque suite (z,) C D(T)

telle que dim, .z, =z etlim,_ . Tz, =y Alorsx e D(T) etTx =y .

Proposition 1 -Si ['opérateur T est fermé. Alors (T — A ) est fermé .

-Si Uopérateur T est fermé et T~ existe . Alors T=' est fermé .

Définition 2 On suppose que D(1') = H . on appelle adjoint de T, l'opérateur T défini
par :

D) ={yeH :3¢>0, |(Tz,y)| < c|lzll Yz € D(T)}

et T est une application linéaire de D(T™) dans H telle que :

(THa1))—={F: T Yz & 2(T)

— Remarque 1 S5t D(T) n'est pas dense . T posséde en général plusieurs adjoints.

L’ensemble D(T*) peut étre réduit a {0} .



St T est un opérateur a domaine dense dans H . alors T" est un opérateur fermé .

Définition 3 Un opérateur T est dit auto-adjoint st T =T .

Corollaire 1 Si T est un opérateur linéaire tel que D(T) = H et T~ éxist tel que

D(T-1) = H . Alors (T™Y)* = (T*).

Proposition 2 Pour chaque opérateur T ¢ domaine D(T) dense dans H . ona R(T)" =
N(T*) et de plus : Si R(T) est fermé alors R(T) = N(T*)*- (ie) :L équation Tx = f

admet une solution x si et seulement si f € N(T™)~ .

1.1 Spectre et Résolvante

Définition 4 (résolvante) Soit T un opérateur & domaine dense dans H. L’opérateur
R\(T) = (T — M)~ qui dépend du parameétre \ est appelé la résolvante de l'opérateur T .
elle est définie pour tout \ pour laquel (T — M)~ existe et son domaine R(T — \I) est

dense dans H. Ici I désigne ['identité .

Définition 5 (point régulier) Soit T un opérateur linéaire fermé o domaine dense dans
H Le point A du plan compleve C est appelé point régulier de T' si la résolvante R, (1) =
(T — M)~ existe.définie sur tout H et bornée .L 'ensemble des points réguliers de T est
appelé ensemble résolvant et on le note p(T). On appelle spectre de T le complémentaire

de p(T) dans C et on le note o(T) = C\ p(T).

Remarque 2 -L'application : (T — N ) : D(T) — R(T — A\I) détermine un opérateur
bijectif si et seulement si; A n'est pas une valeur propre de l'opérateur T .

-Les points non réels A du plan compexe sont des points réquliers de l'opérateur auto-
adjomnt T .

-Pour un opérateur auto-adjoint T le spectre o(T') est inclus dans ['ensemble des points

réels .



Définition 6 Soit M un sous-espace vectoriel fermé de H. Un opérateur de H dans M
est dit orthoprojecteur si et seulement si il est auto-adjoint (ie) P = P* et il verifie

P=7,

1.2 Fonction Spectrale d’un Opérateur Auto-Adjoint

Définition 7 Une famille d’orthoprojecteurs E, . —oc < t < 400 est appelée fonction
spectrale dun opérateur auto-adjoint I' si elle vérifie les conditions sutvantes :

1L.E,E, = Eninfpy , t,HER

2.E:, og=FE

3E =0,E,=1 out0 estUopérateurnul : 0f =0, fe H

LT = {f eH :JTCTQ(Z(Etf.f) £ +">s:} . et pour f € D(T) on a :

T = TtdEf f

Proposition 3 La résolvante R\(T) et la fonction spectrale E; sont liées par la relation :

—+00 JE
(i
m) - [

et pour f.g € H et tous nombres réels a , 3

; E3+E3+0 EQ+E0 0
(Ea._sf.gJ—([ )

3

1 oo Be ol F g d

(C’est la formule de Stieltjes )



En outre , pour f € D(A) :

Tf= Ttda i

La fonction spectrale E; vérifie les proprietés suivantes :

1. Pour {5 > t, , E;, — E}, est un opérateur borné,positif c-a-d : quelque soit f € H
([Efg _Efj]ff) 2 0
2. Ef,(] = Et

3.3 E . =0,E. =1

Définition 8 Soit M un sous-espace fermé de H.M est dit réduisant par un opérateur

T sl est invariant par T et par son adjoint T* ¢-a-d  T(M) C M et T*(M) C M.



Pour donner explicitement la fonction spectrale d'un opérateur auto-adjoint, le théo-

réme suivant sera souvent utilisé :

Théoréme 3 Soit E;, —oo0 <1t < +0o0 une famalle d’orthoprojecteur dans un espace de
Hilbert vérifiant les proprietés 1).2)et 3) de la définition 7.Cette famille est la fonction
spectrale dun opérateur auto-adjoint T si et seulement st :

a-Quelque soit A = [a, 3] C R, E(A)H est réduisant par T ou :
E(A) = E.3+U - Em
b-Si f € (Egpo— E.)H, —oco<La<f<+o0, alors :

alfI® < (@f, ) < BIFI?

1.2.1 Opérateur Unitaire

Définition 9 Un opérateur U défini sur H et qui applique H sur lut méme est appelé

opérateur unitaire siVr,y € H (Uz,Uy) = (z.y).

Proprietés :

1. Il existe un opérateur inverse U/ "' qui est aussi unitaire.
2. 0=l UIF =T =1 =0U\

3. U est linéaire.

4, Si T est lintaireet si Ve € H (T'z,Tx) = (z,x) et D(T) = R(T) = H , alors T

est unitaire.

I =1

ot

1.2.2 Opérateur Isométrique

Soient H; , H> deux espaces de Hilbert avec les produits scalaires (.,.), . (.,.).

(]

=1



Définition 10 Un opérateur V' qui applique H, sur Hy et vérifiant la proprieté :

(Va,Vy)s = (z,y); Yo,y € Hy

est appelé opérateur isométrique.

Remarque 4 Un opérateur unitaire U est un cas particulier d’'un opérateur isométrique
quand Hy = Hy = H.

Proprietés

1. Tout opérateur isométrique 1~ admet un inverse V' =! qui est aussi isométrique.

2. 51V est isométrique il est linéaire.

3. Si A est une valeur propre d'un opérateur isométrique, alors |A| = 1.

4. Deux vecteurs propres x; ., 3 d'un opérateur isométrique associes a deux valeurs

propres A; , A2 (A # A2) sont orthogonaux.

V=1

ot

1.2.3 Opérateurs Unitairement Equivalents

Définition 11 Soient Ty et T» deux opérateurs linéaires définis respectivement sur H
et Hs

Ty: D) CcH — H , To: D(Th) C Hy — H>

les opérateurs T et 15 sont appelés unitairement équivalents sl exviste un opérateur

isométrique V' qui envoie Hy sur Hy tq Ty = V15V,

1.3 Espace L*(X, p)

Soient X' Un ensemble mesurable, 1 une mesure o-finie sur X.On appelera espace me-

suré le couple (X, i). Dans la suite,on dira "mesurable" ,"presque partout","dz" respec-

tivement au lieu de dire "p-mesurable"." y-presque partout" et "p(dr)" respectivement.

8



Théoréme 5 Soit (X.u) un espace mesuré o-fini tel que L*(X,u) soit de dimension

infinie. Il existe une suite {Y,, } de sous-ensembles mesurables de X possédant les propriétés

suivantes :
Ky Ky s 8 = U Xe 5 O p(X,) cp(Xnn) <8 YR=1,2,...
n=1
De plus. il existe une suite de sous-ensembles mesurables {Y,}_, telle que :

¥ AN, =1 potis 12 i 5 X = U Y ; wW(Ya) =0

n=1
et pour tout n € N*, L*(Y,,. u) soit de dimension infinie.

2
loc

Remarque 6 Soit L; _(X.u) l'ensemble des fonctions f définies sur X telle que pour

toute partie mesurable e avec pu(e) < oc , I.- f € L*(X, i) alors :
2K = U L} (X, 1) 00 L2( Xy, p) = {f € L* (X, p) : suppf C X,,}
n=1

On aura besoin d’introduire l'espace L™>(X, ) qui est défini comme suit : L>(X, u) est
l'ensemble des fonctions mesurables bornées presque partout sur X muni de la norme

suvante :

[flle = supess|f(z)|

zeX

= infsup{|f(z)|.z ¢ E,u(E) =0} .
Définition 12 Une fonction f est dite essentiellement bornée si f € L>(X, u) .

Remarque 7 Si f € L>=(X. p) alors. |f(x)| < || f| presque partout .



1.4 Distributions Tempérées, Convolution

Soit S(IR") 'espace de Schwartz de toutes les fonctions p(z), r € R™ a décroissance

rapide, indefiniment différentiables sur R", & valeurs complexes telles que :

sup ‘x'j(D“;)(r)‘ < 00 (1)
2ER™
pour tout a , 3 € N", ou N" est 'ensemble des multi-indices o = (ay, ..., an), o; =0
sont des entiers et
el = a4+ -+ay,
@ = rfl <o g
Jo —

GEyt = aGgn

“=d i
La topologie dans l'espace complet et localement convexe S(R"™) est définie par les semi-
normesl.1.Remarquons que la méme topologie dans S(IR") est générée par les normes :

Pirle) — &t (1+]x]-‘“r) Y D), N=1.2,...

Ty

e o <V

ol
e SR, |z|=+/2F 4+ +22
S’(R™) désigne 1'espace des distributions tempérées sur R", (ie) le dual topologique

de S(R"™) muni de la topologie forte.

Soit F la transtormée de Fourier définie sur S(R"™) comme suite :

(Fo) (@) = ¢la) = [ e =pft)at , o € S(E)

B

10



ou xt =1t + -+ 2,t, est le produit scalaire dans R" de

La transformée deFourier inverse F'~'p = F de ¢ est donnée par :

(Fo) (z) = /e'-’”fxfg(f)dt ,x eR”

B

On étend F et F de maniére naturelle de S5(R"™) a S’(R™) comme suite :

pour tout f € S'(R"”) et ¢ € S(R") on a :

(F.0) = {f Pp)

Remarque 8 F et F sont des isomorphismes de S(R™) sur lui méme.et de S'(R™)sur lui
méme,de plus et plus précisement : la restriction de F a L*(R™) est un opérateur unitaire

de L*(R™) sur lui méme.

Définition 13 Pour ¢. v € S(R™). la convolution ¢ * ¥ est définie par :

{ia 5448 (a)— /,s-tx—m(y)dy

L

%]

I

On note que dans l'intégrale x et y sont liés par (r — y) + y = x.En faisant le
changement de variable u = £ — y on a grace & 'invariance de la mesure de Lebesgue par

translation :

(o x1) (z) :fp(itj-lJ(xu)du

done (¢ * ) (z) existe si et seulement si (¥ * @) (z) existe, et on a 'égalité :

(p*¥) (x) = (¢ ) (z)



Pour f € S'(R"), p € S(R"), la convolution est définie par :
(F +0) (@) = () 0la - ) = [ Fw)ota - )y
R

ot (f.¢) est le produit de dualité.

On sait que f * ¢ € C*(R"), plus particuliérement
fxpe S (R") s feS (R et pe SR

De plus :

et

F(f «¢) = F())F()

On désigne par S7(R") 'ensemble des distributions tempérées f € S'(R™) telles que
f e L} (R") et par /(R") I'ensemble des distributions a support compact

Ona: ¢&'(R") cC Si(R).



Chapitre 2

Résolvantes et Fonctions Spectrales
des Opérateurs de Multiplication et

de Convolution

13



2.1 Opérateurs de Multiplication
Soit  une fonction mesurable définie sur un ensemble quelconque X.

Définition 14 L opérateur défini sur L*(X. ) par :

D(T,) ={g € L*(X, 1) : pg € L*(X,p)}
T,f=¢-f . VfeD(T,)

avec [, une mesure o-finte sur X est appelé opérateur de multiplication.

Théoréme 9 L opérateur de multiplication T, est borné si et seulement si ¢ est essen-

tiellement bornée. De plus :
1T, = llelle = sup ess ()]
zeX
Démonstration. On pose :

M = supess|g(z)|

xeX

soit f € D(T,), alors :

ITL£I12 = [ lo(@)? | (@) dz < M / F@) P dz < M [ e
X

¥
D'on :
4

&

M

Soit maintenant un £ > 0. arbitraire et

e={zeX:M—-ec<plx)< M}

14



Etant donné que :

M = supess |p(z)|

reX
alors : ple)=a >0
pour f,(z) = ﬁle(ﬂc) on a :

1 ) 1 .
T.fll = - / @@ de > ~(M —e)la= (M —2)?

£

Dou: M—-ce<|T,|<M m

2.1.1 Résolvante et Spectre des Opérateurs de Multiplication

Soit T}, I'opérateur de multiplication par une fonction mesurable .

Théoréme 10 La résolvante de ['opérateur T, est définie par :

RA(T,) f(x) = ﬁf{r). Ve C\o(T,), f € L3(X,u)

Ou :

alTy) = {ple)z € X}

Démonstration. On considére 1'équation suivante :

(T, — A1) g(z) = f(z), f € LA(X, 1)

cette derniere équation a comme solution :

on pose .



On remarque que R)(7,) est un opérateur de multiplication.on conclut d’aprés le théo-

1
elx)—=A

reme 9 ce qui suit : Ry(7,) est bornée si et seulement si € L>(X, pu) ce qui revient

a dire que ¢(r) — A ne converge pas vers 0, dou o(7,) = {¢(z),zr € X} =

T2

2.1.2 Fonction Spectrale des Opérateurs de Multiplication

Si  est une fonction réelle, alors on a le théoréeme suivant :

Théoréme 11 La famille d’orthoprojecteurs {E;} —oo <t < 400 définie par :
Eff = 1Ef ’ f f = LZ(_\*#)
e =4z e X :¢(z) < t}

est la fonction spectrale de l'opérateur de multiplication T..

Démonstration. D’aprés le théoréme 3 il sufit de vérifier que
1.E(A)L*(X,p) est réduisant par T,.
2Vf e B(A)L*(X,u) avec A=[a,8]lona:

Soit A = |, 3] un intervalle quelconque de R, E(A) = E5.¢ — E,
Il est clair que :

T,E(A)f = B(A)T.f = 1,0 f
ou
ea={reX:a<e¢() <5}

Comme :

(TEB), E)f) = (lasf. 1eaf) = [ lola)lIf (@) ez

eA

16



on a :

a|E(A)fI* < (TLE(A)f, f) < B|E(A) S|

D'ou {E;} —o00 <t < +0o0 est la fonction spectrale de 7,,. W

17



2.2 Opérateurs de Convolution

Définition 15 L opérateur défini sur L*(R™) par :

D(T) ={f € *(R") : £ % f € [*(R")}
r=ft%f Vf € D(A)

avec £ € M ot M — {g e S(R™) : € € L2 (R”}}

loc

est appelé opérateur de convolution.

2.2.1 Résolvante et Spectre de I’'Opérateur T.

Théoréme 12 Soit T ['opérateur défini par(2.1)

Sa résolvante R)\(T) est donnée par :
| ~1
Ry(T)f =F {(g ,\1) } s f YAep(T) . Vf e L3(R")

Son spectre est défini par :

o(T) = {,\ —é(x).x C R}
Lemme 2 Soit T'l'opérateur défini sur L*(R™) par :

D(T)={f e ®"): ¢ f e L}R™)}
Tf=€¢-f VfeD(T) etVEe M

Alors T et T sont unitairement équivalents.

Démonstration. Pour démontrer que 7 = FTF, il suffit de démontrer 1'égalité :

Exf=¢E-f pourtout f € D(T)

18



Pour cela.on considére la fonction indicatrice /; de 'ensemble :

&

{xelﬁ&”:(‘rf—k---—kri) éj}

D’aprés un resultat dans [29], on a pour tout f, g € L*(R"), f % g est continue et

bornée sur R” et de plus
fﬂ<g:?(f-g) d’oﬁ:i}":%*f

D’autre part on a I:f — f dans L*(R") quand j — +00 (pour la topologie forte de
L*(R™) ) d’ot :
Lixf—f

On suppose maintenant que f € D(T) et ¢ € S'(R™) avec un support compact.On a

alors pour tout j € N :

(5;;_@.-;) — ({;‘*f*fj.?;) = (g*fjakf._?-\;) = (Ea’«l}-.f*?@)

ot f(z) = f(—z) est la symétrie de f .

Etant donné que £JI; et f x Fp appartiennent a L*(R") alors :
(?(I;S)-f*f;) = (Ijsc-f'v?) = (I;fnf-@)

D’ou :

En faisant tendre j vers +oc on aura :

Exfxl; = ij'f — & * f fortement dans L*(R")

19



D’autre part :

—

Exfrxl;=LfE— & f dans LE(R™)
Finalement en tenant compte du fait que T est fermé pour la topologie forte de L?(R").on

a .

e

E+f -t

Démonstration du théorémel2.D’aprés le lemme2, T est unitairement équivalent a
l'opérateur de multiplication par £ c’est a dire : T = FT.F on F désigne la transformée
z b

de fourier.

D’ou
By(T) = FRy(T:)F
Or :
RAT)f(@) = —LE vagomy
E(z) :
avee

d’ot le théoréme.

2.2.2 Fonction Spectrale de L’Opérateur 7

Pour déterminer la fonction spectrale de 'opérateur 7', il faut distinguer deux cas; le
cas ol £ est une fonction réelle, puis le cas o & n'est pas réelle.
ler cas

On suppose que & est une fonction réelle.On a le théoreme suivant :

Théoréme 13 La fonction spectrale de T', notée E, est donnée par la formule suivante :
Ef=FEF=1.,+f VfeI?)R"),VtecR
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ou e = {r € R*:zé(x) « t} et Ef est la fonction spectrale de T .

Démonstration
Comme T; = FTF est un opérateur de multiplication par la fonction &, on déduit

du théoréme 11 que
Bif=1.f ot e ={zeR": () <1}

De la, on obtient :

Etf = 1€t ‘rf

2éme cas

On suppose que £ n'est pas une fonction réelle,on a alors le théoréme suivant :

Théoréme 14 La fonction spectrale de T est donnée par :
E(Al X Az):le*f

ou

8 BN, sy = {1 e R™: (R.ef(kr).lmf(m)) e A x Ag}

Démonstration. Comme l'opérateur de multiplication par une fonction mesurable

T est un opérateur normal, alors il admet une fonction spectrale définie par :
Ets = Et : Es

ou F; et E. désignent les fonctions spectrales d’opérateurs de multiplication par la
partie réelle de & et par la partie imaginaire de £ respectivement.
or :

Eff =1, -f avee e = {.I‘ € R"/Reé(2) < t}
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et

Eff =~ f Vet B= {;L’ ceR*/Imé&(x) < S}

En tenant compte de la relation E;; = E;- E, , on a:
E(A1 x D) f = 1.y .o, f avec eayun, = {x € R"/Reé(z) € Ay, Im(z) € AQ}
En suite en utilisant le lemme on obtient :

E(AI X A.)) — 1631;52 * f



Chapitre 3

Résolvantes et Fonctions Spectrales
d’une Classe d’Opérateurs du Type

de Convolution
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5 2 = 2 /2 = 7
Dans cette partie nous étudions dans L~(IR*) les propriétes spectrales des opérateurs

du type :

Af = aax f°

acN?

On établit les formules de résolvantes et de fonctions spectrales de tels opérateurs.

3.1 Désignations Nécessaires

Nous rappelons que INj désigne I'ensemble des multi-indices

tel que =; ne prend que deux valeurs 0 ou 1 :ie

g € {0,1}

b = L2 il
Chaque a € INj définit un opérateur unitaire et multiplicatit U, :
Unf = (@)= flaL.)

est la symétrie de la fonction f par rapport au multi-indice a € NNy |, ici I, est la

matrice diagonale avec la diagonale principale

ie



Etablissons une numération des éléments de I'ensemble INj en posant :

et

et la numération des autres multi-indices arbitraires.

Introduisons dans Nj 'opération de sommation suivante :

& 2

et

on pose :
ot B = (€5, E4y---,E,) ENy on “2 = (g; +8;)(med?2) , i=1,2,..., n
(i D=0, 0+1=14+0=1,1-F1=4 )
Pour un couple des multi-indices a; et a; € INj on pose :
Q; +Qj = Qi(5) = Q)
Il est clair que quelque soit :
Q1) = Q; et Q) = Oy
Chaque multi-indice a; € Ny définit une application biunivoque
i {1,202 F —4L2,...,2%}
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ie qui envoie {1,2,.... 2"} sur lui méme :

mij(i) = mia(s) =

Remarquons que pour tout i

On pose :

R? =R} = te=leyan, .. .« 8) € B*vey 2 0,0=1.2

R = {zl,,z € R} }

i(Ri) est l'espace de Hilbert de vecteurs :

avec le produit scalaire :

(£.9), = X ) = Y [ f@at

solent
. . . p— iy
ay,as . agn des distributions tempérés de S (R")
ie

2

aj=b; € L2 (R"), j=1,2.....2"

PYE LR B , y T
Dans L*(RR") on considére deux opérateurs A et T'



et -
= Z b fe
i=1

définis réspectivement sur

D(A) = {f e L3R : Zai % flod g L.Q(R”)}
=1

et 55
D(T) = {f € LA(R") : Y bfle) LQ(IP?_”)}
i=1
En utilisant le lemme 2 et en tenant compte que les opérateurs U, et F(i =1.2,.... 2")

permutent, on peut aisément démontrer que les opérateurs A et T sont unitairement

équivalents :A = FTF.

3.2 Résolvantes d’Opérateurs A et T

Introduisons un opérateur isométrique V" qui applique isométriquement L*(R") sur

zi(ﬂ{j) en posant pour toute fonction f € L*(IR") :

VT =F=(fisfoss s 5Jn)

fole= el ma s, F=15,...,2

et encore 'opérateur A = VTV ! défini surD(A) = VD(T) .
Pour tout f = (fi. fo. . ... fan) € D(A) on a :

2" o on
A7 =vrv = (S S e S
=1

2=1 i=1

b
-1



Ainsi |, I'opérateur A est défini dans L2

2(R)) par la matrice :

M = M(z),zeR?: Af=fM

on

M= [5)]
T \ge=

On en déduit que les opérateurs A , 7', A sont auto-adjoints si et seulement si , pour
presque tout x € R’} la matrice M(z) est symétrique ca a lieu. en particulier,si toute
fonction b,(x) est réelle et paire par rapport a chaque argument x;

On cherche tout d’abord , la résolvante
Ri(A) = (A= A)7! de l'opérateur A

ici I est l'identité dans L2(R)) .

11 est clair que pour tout f = ii([ﬁ'ﬁ:)
R\(A)f = f(M -,

gy i . ; . 6 n . 4 .
Donc l'opérateur R)(A) exist si et seulement si .la matrice inverse (M — \[,,,)” existe
et chacque élément de cette matrice est essentiellement borné .

On étudie avec plus de detail le cas ou la matrice M est symétrique.

On désigne par A\;(x), A2(2), ..., Aar(7) ses valeurs propres (elles sont réelles et parmi
elle il y a,peut étre les mémes) et par ¢,(), @5(x), . ... @yn () ses fonctions propres telles
que :

oM = M@ j=1,2,..., 7
P8, = 0,j#k
@B = Lik=13...%
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s T4 5 s 9 7 : 3
Soit U un opérateur unitaire dans L; (R ) défini par la matrice :

GY = FE&° . G% = { T N
On pose :
A=G"MG
qui est une matrice diagonale avec la diagonale principale (A;(2), A2(2), ..., A2=(2)) (tous

les autres éléments sont égaux a 0).

On désigne par B 'opérateur défini dans ii(Rf_) par la matrice A = A(z) , x € R% :

On a A= U*BU , donc pour tout f = 1 P £ P fs) & 120 T)ona:

Ri(B) = f(A—AL,) =) (=N,
2=1
la résolvante de B ou ﬁ = [ v Tslianas 0)
Sl
R(\)={2€C:z=2z),z R}

est le domaine d’arrivée essentiel de la fonction \;(x) alors I'ensemble résolvante des

opérateurs B , AT, Aest
p(B) = p(4) = pl —W\URA

Pour écrire les formules des résolvantes des opérateurs A et T introduisons les désignations

suivantes : L2 (R ) est le sous-éspace de fi(ﬂ&‘i) engendré par f; = (0..... 0. 1,8 0. 0)

n,i
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.P; est 'orthoprojecteur de ii(Rn) sur L2 ;(R%)

?12

Q; = U'RPU
Qi = VGV
i o= 1,2,....2"

sont les orthoprojecteurs dans les espaces réspectivement fji(RE) et L?(R")

(C?a- est I'orthoprojecteur sur le sous-espace propre de la matrice M )

O O

~x S~y
I

Sh

e

Avec ces notations on a :
~ ~ ~ Qn
BA(A)f = U*Ry(B)US = Z“‘? — AV W BT
=1

=" (= X Quf

L.a résolvante de 7' s "écrit :

.
R\(T)f = V'Ry(A)f =V~ Z(&A)'@Ji

=1

r an an

R(D)f = VIR@F =V S (- NTY (&)

g

L 2=1 1=1

i
.
R\(T)f = VIR(A)f = Z[Z“ Ai—A)” (f)]
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On désigne par 1. la fonction indicatrice de 'ensemble e

Comme :
1_]_‘[1:1 f = Ji == (O ..... fi ..... 0)
Alors :
Vi = lng f (3.1)
les fonctions \I (x),1 =1,2,.... 2" sont définies sur R . on les prolonge sur R” en posant :

fHx)= fi?(:rfaj) slx € Rfj}_
et introduisons les fonctions suivantes :
[Hz) = f;}(IIaJ) s1x € Rf\j T=18 a2

ou :

BB = (78 Do s )
En tenant compte de (3.1) et de I'égalité

=N ()= 1(0,..., B, (% — A T20,00 - 0)

On aura :

an g

(RaD)f) (&) = Y (@) =N Y leg (2)fi (2)
i=1 =1
. J
= D> (@) -N" @) T €R”
or on a pour tout f € L*(R") :
-
(RAT)f) (2) = ) (@) = A7 (@i ().
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Finalement, comme :

A=FTF.,

Ona:
.
RA(A)f = 3 [F((@) = )7 < F(Qif)] -
i—1

3.3 Fonction Spectrale de I’Opérateur A

Soient EQB  E.. EY. E; les fonctions spectrales respectivement des opérateurs B. AT,
A cherchons tout d’abord ,la fonction spectrale EZ de B et ensuite,comme chaque couple
d’opérateurs écrits est un couple d’opérateurs unitairement équivalents nous trouvons pas
& pas la fonction spectrale de A.
Soit
Bi = Blzz @)

0}

la restriction de B sur L2 ,(R?) .

Il est évident que les espaces Li?(R’}r) sont réduisants par B et l'opérateur B; est un

opérateur de multiplication par \;(x) dans ﬁil(R’jr) ie
sl ﬁ‘ = iit(Rj_) ,alors B;f; = M\ f;

Par consequent ,on a pour tout intervalle A C R et toute fonction f; € f.fn( R%)

ol
et (A) = {2 € R : \(z) € A)
Comme : .
=1



On aura pour tout f = (fi. fo..... fam) € ii (R%) -

BA)f:ZIE+{_\)ﬁ_0u =10, ..., 0,5,0,..., 0)
=1

Pour la fonction spectrale Ef de A , nous trouverons de l'égalité : ELL — {if "E;B U

ogn

E(Af = UEB(AUS = ZC*1+_\) Uf)
- Zlejm)@if
=1

De méme pour la fonction spectrale E; de T nous trouverons de l'égalité; E; =V 1E, 17

E'(A)f =VT'E(A Zlmr— f
—ZZ‘ My ()i ()i = B
=1 =1
Désigne par 1} (A le prolongement pair de la fonction 1 eF(A) de R? l" J( ) =1+ A)(Ifﬂj)
six € RY.
On a:

l:f(A):J' (A OLIE(_A *{ICR” ) * )E;\.}
en tenant compte de 17! ﬁ' =1lps fona:
A Z L) (@) fi(z) , © €R"

onu s
YA =D Laa)@if
i=1

Enfin, nous pouvons écrire la fonction spectrale de l'opérateur A. On a quelque soit
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f € L*(R") et quelque soit l'intervalle A C R

E(A)f =FE'(A)f =) 1ea)* F(Qif)

=1

Exemple 1 On considere le cas particulier :
Af = Za *f(“z’
=]

ot a € S| (R"™) et vérifie la condition :a = k est une fonction réelle paire par rapport

chaque coordonnée x;. Dans ce cas A est auto-adjoint et
det [M — M| = A" 71 [A — 2°k(2)]

D'ou il résulte que la matrice M(x) a deuxr valeurs propres : 0 et 2"k(x) . De plus la
valeur propre 0 est de multiplicité 2™ — 1, et la valeur propre 2"k(x) est simple. Par consé-
quent,le spectre de A est l'adhérence de l'ensemble 0U {y = 2"k(x),x € R"}.

Les fonctions propres correspondantes a ces valeurs propres ne dépendent pas de x. Consi-
dérons par plus de detail le cas quand n = 2 .Dans ce cas la matrice M est une matrice
de type (4,4) ,pour [ € L*(R™) nous écrivons f(x.y).

Les vecteurs orthonormés &; ., i = 1.2.3,4 de la matrice M(x) correspondants respecti-

vement aux valeurs propres 0 et 4k(x.y) sont :

N
&= —=(1,-1,0,0)
Gy = —(0,0.1 1)
\‘../27 ﬂ . . .

1
g ==(1,1,-1,-1)

§

1
@, ==(1,1,1,1
P=351111)



or

1 11
=z 0 3z 3
1 - 11
a_|"F Y T z
- 1 1 1
O 5 2 2
p —%
On pose :
a; = (0,0)
az = (1,0)
03:(0,1)
Q_L:(ll)

Pour toute fonction f = f(x.y) € L*(R") on a :

Vi = flz,y)
= (f1. fa, f3, fa)
= (fle.g).f(—=9); [ —9),J(—=-9) (=9 e

Uf = (fi.fz. f3, [4)G

~ (5 lf(e.s) = Pl )] 5 [Fle.—5) — =~
S Uz 9) + f(=2,9) - F(z,~y) = f(—2,~9)],
L F() + f(-2.y) + fle~y) + f(~2. )

folz,y) = U*RUS



falz,y) =

By = UPUf
L LiLod 1
= 3 [f(z,y) + f(—z,y) — f(x.—y) — f(—z,—Y)] (5,5,_5_ _E)
1
4

[f(z.9) + f(~2.y) — fz.—~y) — f(—2.—y)] (1,1, ~1,~1)

Hlzy) = UPUF
= @) + 2+ f@ )+ Fa.~y)] (%%%%)
i[f(r-y) + =2, ) 1@~ 4=, ~9)] 11,1, 1)

s

slf(@.y) — f(==,y)] si(x,y) e RIURE,
= [fllz.y)=:

0 st (z,y) e RZ, URZ,

0 st (z,y) e RZURZ
Oaf = f3(2,4) = ¢

| 3 [f(z.y) — f(=z.y)] si(z,y) eRE,URE,

i@, y) + f(—=z,y) — f(z,—y) — f(—=z,—y)] si(z,y) eRZURE
Qsf = f3 =

—§f(e.9) + f(-2.y) - f(2,—y) - f(—2.—y)) si (2.y) €RY, URY,

Quf = [filz,y)
= i[f(r-.ny(—r-y)+f(:r.—y)+f(—:f._—y)]

= fpl2.y). (x,y) €R?

36



Ecrivons les résolvantes de Tet de A
1 . . 1 .
(BA(D)) (z,9) = =5 (@)@ y) + (Qaf) (2. y) + (Qaf) (@, y)] +[4k(2. ) — Al (Quf)(2.y)

(RAT)) (2,) = 35 [F(=2,9) + £, ~y) + f(=2, ~y) = 3f (2, y)]+14k(2,5) = A fy(2.9)

Comme

e

(AN)=1 = (4\) 15

ou 0 est la fonction de Dirac. Alors on a pour la résolvante de A

(R(A)) (&.9) = 15 [F(~2.9) + . —3) + f(~z.~3) ~ 3§ yn+([4k@7 A fp) (.9)

On écrit les fonctions spectrales de T' et de A

Si0¢ Aona:
EC(A)f =1lea) fo
ol
e(A) = {(z,y) € R*: dk(w,y) € A}
fo(@.y) = 2 [F@.) + F(—.9) + f(@, —y) + f(—z, —y)]

I

E(A)f = 1) * fo

S10 e A alors :

: i
E(A)fle.y) = 7 Bfx.y) = fl=2.y) = fle. —y) = fl=2. =y)] + Lo (2. 9) fol(2. )

E(A)f(z.y) =~ Bf(z.y) — f(—z,y) — f(z.—y) — f(—z.—y)] + (Lea) = [) (z.9)

| =
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Résumé

Le présent mémoire est consacré a 1’étude des propriétés spectrales de
certaines classes d’opérateurs. Des formules explicites des résolvantes et des
fonctions spectrales des opérateurs de multiplication, de convolution et du type
de convolution ont été obtenues. On donne le spectre de I’opérateur de
multiplication. Enfin les résultats obtenus ont été illustrés par un exemple
concret.

Mots-clés : Distributions tempérées, Fonctions Spectrales, Opérateurs Auto-
Adjoints, Opérateurs de Convolution, Opérateurs de Multiplication, Résolvante,
Spectre.



Abstract

The present work 1s devoted to the study of spectral properties of a
certain class of operators. Explicit formulaes of the resolvents and
spectral functions of operators of multiplication, convolution and
convolution type are obtained. We give the spectre of multiplication
operator. Obtained results are then applied to the study of a concrete
example.

Key-words : Convolution operators, Convolution type operators,
Multiplication operators, Resolvent, Self-adjoint operators, Spectre,
Spectral functions.
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