Dans ce chapitre, on montre I’éxistence et 'unicité de la solution forte du probléme
(47)-(51). La démonstration est basée sur une estimation & priori et sur la densité de
I'image de I'opérateur engendré par ce probléme.

Le probleéme (47)-(51) peut étre écrit sous la forme opératorielle
Lu=F (52)

ou Vopérateur L = (£, I, lo, I3), est considéré de E dans F, de domaine de définition
ou Pu Pu Ml

— = — — 2
50 o 968 s € " (€2),

D(L) constitue des fonctions u € L*(Q), telle que

k =10,3, et satisfont aux conditions (50), (51).

3.1 Espaces Fonctionnels Associes

Pour I'étude du probléeme (47)-(51), on introduit les espaces fonctionnels suivants :
Soit £ I'espace de Banach constitué des fonctions u, u € L* (Q2), vérifiant (50)-(51), munit

de la norme

Pu (1—2)*| &u |* 0%’
Jully, = [ - ] AL s / / ( 2 AT )m
T 2 aa |2 L ) )
(1—2)"| 0*u u|? / (1-2)%|0u )
—5 |5 dxdt - ul? ) dae.
+A /0 ( 2 Otox ot v +g“p 0 9 O + Jul z. (53)

et I l'espace de Hilbert des fonctions F = (f,©,1,Y), avec ¢, ¥, x € H'(0,1) et

[ € L*(£2), dont la norme est donnée par
1 24 (2
2 (1—=)" |9p 2
iFz = [l !f\ddt+/( % +m>dr
1 1 2
(1) o2 / (1—x2)* |ox|*

Lemme 7 Pour u € D(L) tel que u(x,0) = ¢ (x), on a

o[
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2eT(/01[(12'T‘)2 d$+/OT/01<(12x)2

Démonstration. Il suffit d’intégrer

st ou (1—2)*0u 0u
Re/0 /0 exp (—t) <UE + TR dtdz,

et en utilisant des e—inégalités, on obtient 'inégalité demandée. m

) dm) |
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3.2 Inégalité de 1’énergie et ses Conséquences

Théoréme 6 Il existe une constante positive k indépendante de u, telle que pour tout
ue D(L), ona

lull g < k[ Lullp- (55)

Démonstration. Multiplions scalairment dans Pespace L? () I'équation (47) et
I'opérateur

, (1—2)* % PBu
Mu= =S+ (1= ) fy s

5 o where un—/o u (¢, t)dC.

En prenant la partie réelle, on obtient
O (u,u) = Re/ texp(—ct) £uMudzdt, (56)
Q

avec la constante ¢ satisfaisant

.
c >0,

ey — 2cc| + ay + b2 >0,
2cag — 2c1 — (cg — 2¢d) + c2ap + 62T >0, (57)

c1 — cag < 0,

L 4T (c; = cay) > 0.

En substituant 'expression de Mu dans (56), on obtient

2

3.
(u, u) / / texp( ct) T dxdt
r t &ul? 0 9u \ Pu
+/0 /o Eexp( ct) | J. > d:z:dl‘—i—Re/ / z‘e‘ip( )a <am> 07.‘3d xdt
0 ou Pu
—i—Re/ / (1—x)texp(—ct) =— e ( 5)t6)m) v o ——dxdt. (58)

En intégrant par parties les deux derniers termes dans le membre droit de (58), par

rapport & x, et en utilisant les conditions (50), (51), on trouve

T 1 2 : 92, N\ 93,
(1—2x) a0 Pu\ Pu
Re /0 /0 5 texp (—ct) 5 \ Y550 ) B Y drdt =
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O0%u O
)’ AL
/ /0 acxp(=ct) 55 5mg ™

+R/ / (1 — ) taexp (—ct) ZL %o (59)
e ; | xT)taexp C at(‘) [)7_‘3 X

: 2, Pu
Re// (1 —x)texp( Ct);<£a>Jcé)) dxdt =

82u Pu
—Re (1 —z)taexp (—ct) —— 5100 575 —duzdt

Tt 1%} 5)3 ou  Pu
—Re/ / taexp (—ct) —u—d.l"dt Re/ / tag exp (—ct) — J,—=dxdt.  (60)
o Jo

ot o3 at "ot

En intégrant de nouveau le premier terme dans le membre droit de (59) par parties, par

rapport & ¢, en prenant en compte les conditions (48), (49), alors 'égalité (59) sera

9 [ &Pu\ Pu
', N T G =
/ / exp (=) 5 (”atax) RIE

2 2

T 1 _ 2 . _ 2
_/ / (1 —x)"2a; — 2ca+1 (c;ﬁ 2ca; + c*a) exp (—ct) ‘ataz dedi
3, |2 L1 _ .02 _ 2, 12|
/ / 7‘(7 exp (—ct) ‘(%2; dmdt+/ (1 2I) {G—‘rt(;t ca) } exp (—ct) ‘aatau
x 0 x
t=0
T Ou Pu Y(1—2)? 9*u Ox
, 1—x)taexp (—ct T gt T —cT = lz.
Re/ / (1 —x)taexp( C)afa 5 Re /o 5 a(z,T)Texp(—c )atamam t:T(:r

(61)
intégrons par parties le second terme dans le membre droit de (60) par rapport a t, en

utilisant les conditions (48) et (49), la relation (60) devient

PBu
// (1—xz)texp(— m‘)aa ( (93%25)']?9 dxdt =

—2ca+t{ay —2 ,

/ / 2a; — 2ca + (a; cay + c*a) exp (—ct) ‘_ drdt+/ /taexp —ct) d_ drdz‘
_R//l—t t)a ddt+R//t taJa3ddt

o x exp —c 55 B8 T e a, exp ( C FTRTE oy

1 _
+/ a—&-t(at CCL) (,7(. (]T—RC/ /(;)77T)Toxp( cT )a (T) dz.

o 2 0 at t=T

(62)
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e (61) et (62), 'égalité (58) s’écrit

—l—/OT/Oltn,cxp(—ct) [(1_233)2

B /T /1 2a; — 2ca + t (ay — 2ca; + c*a) exp (—cf) [(1 —x)°

+/0 a—i—t((;t—ca) exp (—ct) [(1—2Jz)

3

(h?dt

3u
fexp( 1) ¥ ﬁ

deer//—eXp —ct)

92u
a2

OBy

oeor|

] dzdt

2

9%*u
otox

2]
(1—12)* &u Pu 8u%]

1
8o [ ta(e Dexp (-l [ > owr ovar 01 o7

2,
—Re/ /talexp —ct) Ou —J, O Y dxdt. (63)

ou
ot

] dxdt

=T
dx

t=0

9% |2
otox

Ou
ot

t=T

ot "ot

En utilisant les inégalités de Young, on montre que

T
—Re/ /taiexp cz‘gJ?)gd dt <
T rtta? oul? Tty B |?
/0 /0 TGXP(—C@‘E cl:r,dtJr/O /0 §exp(—ct) y R
1 2 92 3 2
(1—2)° Pu FPu  Judu
Re/o ta (@, t)exp () [ 2 otorovox T ot o

ot
/0 %exp(fct) [(1_21) ]

1 2 a3 2
1= du 0%
+/ t2aexp (—ct) [( 7) ‘ fl "
0

dxdt,

et

8
IA

t=T
9% |?
otoxr

ou

d
ot v

t=T

2]

D (u,u) = Re/ texp(—ct) LuMudxdt <
Q

2 T 1( i
dxdf+33/ /
0 0

2 020z ot

t=T
et

3

T 1 2
(I—2)t | PP
/0 /0 5 §exp( t) |53

2
¥ texp (—ct) | f|? dadt.
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En prenant en considération les inégalités précédentes, I’égalité (63), devient

// u2da~df+/ /mexp —ct) [(1—;;)2

13
_/ / 2a; — 2ca + t (ay — 2ca; + c*a) + ta? exp (—ct) [(1 —xz)?
o Jo

2 2
2]

texp( ct)lf(:v,t)|2d:cdt+/o a(x,0) [(1_295)

3 2

B
ot20zx

9% |?
otozx

= exp( ct)

oul?
ot

2

J%u
Otox

ou
Ot

dx

IN

12—&—75(%—(:(1,) _2)?
R o

wf [

T? T
+ / # exp (—cT)
0

t=T

Wt
I + Y|

2

1—2)% oy ]?

9% |2
otox

1—2)?
En utilisant les conditions (57), et comme la quantité fol [%

est positive, alors, de I'égalité (64), on déduit que

/OT/01(12x)2t " u+/ / [17’
//[1—;
§§</OT/01(1Qm)zﬂf(‘”’t)'dedH/ol 5 |3

+ /1 (L=2)" |0 d:z:), (65)

1
= min <§,CLO,CGO —C1 ),

2 ox
a1 T2a1
3 = 1, —, —— .
3 max<,2, 2)

2

9% |?

ot3

0% 2]
Ot?

O3
o201

dzdt

tL

otox

2 ou
ot

] dzdt

2

(1—a)* |90

+[of | de

+ |x[?

avec

Combinons le lemme (7) avec I'inégalité (65), on trouve

T 1 2 3, |2 2
(1—2)" |0u / / (1—2)"| &u J*u
/ / 5 t 503 d dt + 5 0 + e dadt
(1—2)*| & |* |ou Y11 —2)? [oul]? 2
/ / [ 5 _0t0x B ] dadt + aup/o [ 5 2 + |ul
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1 2 2
<’ ( )(/ / z‘|f (2, 0))? d:rdz‘+/0 %‘%‘ + |p?| da
L —a2)? [opl]? LE = o) 1ov?
+/0 ( Q‘r) a_i + +/0 ( 21) ‘a—:‘ +x ) d:c) (66)

En vertu de ’équation (47), on conclut que

2

// > ddf<2// "Ef S
|ataaz| a5 | 0

- &u [*
+b°T BT dx dt+4 z‘\f x, )| dadt.

combinons maintenant 'inégalité précédente avec (66 on aboutit a

T 1 2 3 2
(1—x) Su / / (1-2)° | &u N
/0 /0 S 8753 " dudt 4 s | dudt
T rl 3, |2 2,
(1—2)*| &% 0%u
+ /0 /0 t[ 5 |aeox| || |
1T 20 a2, (2 1 2 2
(1—2x)"| 0%u oul? / (1—2)"|0u 2
o= — T <
/0 /0 [ 5 moa Tt dtdt—&-sup i 3 5 + |u|”| dx

; l/ o | ((1_2@ > +!¢(w)\2) &

ox

ol
T(Z 4 1) (T +2) +4
min (1, a?)

B =
ce qui achéve la démonstration. m

Proposition 4 L’opérateur L de E dans F' est fermable.

Définition 5 La solution de l’équation Lu = F est appelée solution forte du probléme
(47)-(51).

D’aprés la définition de L, on déduit de (55) I'inégalité suivante

(f) . (67)
De l'inégalité précédente, on conclut que :
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Corollaire 3 La solution forte si elle existe est unique et dépend continiment de F.

Corollaire 4 L’image R (Z) de Uopérateur L est fermée dans F et on a R (Z) = R(L).
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3.3 Résolubilité du Probléme (47)-( 51)

De l'inégalité (67), on déduit que 'opérateur L admet un inverse borné Z_l, du
corollaire précédent résulte que I'image R (Z) est fermée.
D’ou, pour montrer 'existence de la solution forte, il suffit de montrer la densité de

I'ensemble I? (L) dans F.

3
Lemme 8 On suppose que la fonction a (x,1) et ;es dérivées 0?2—(57” % soient bornées.
Soit u € Dy(L) = {u € L*(Q), u(z,0)=0, a—: (x,0) =0, a—tg (z,T) = O} . Si pour

certaines fonctions w tel que w € L* (), on a

/OT /01 (1—2)° f(z,t)w(z,t)dadt =0, (68)

alors

w(z,t) = 0.

Démonstration. 1’égalité (68), peut étre écrit sous la forme suivante

T 1 3
/ / (1—x)? %mdﬂtdt =

_/OT/OI% <(1—x)a(fc,t) 0;;) {(1—1)@—/()xmdg}dxdt. (69)

Pour la fonction w (z,t), on construit la fonction v (x,t) telle que

xz

() = w (. t) — / w(C,b)dC. (70)

0

De l’égalité (70), on montre que fol v (z,t)dr = 0, et que 'égalité (69) devient

N T ol ou
_]\71 ; — A A 1
/0 /0 50 vdxdt /0 /0 (t) 5 vdxdt, (71)

0 ou
avec A(t)u = “ ((1 —x)a(x,t) 5) et Nv=(1—xz)v+ Ju.

L’opérateur A (t) admet un inverse continu dans L? (0, 1) donné par

B T 11 (¢ T 1 dC
A1 —— — ) - >
g /O 1_@/0 g(nvt)dn+c(t)/o T Ca (72)
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ol

(]C
Jo fo g(n,t)
cn - . (73)
I
0 q
Donc de (72), on déduit que fo (t) gdo = 0, alors <%> peut étre mise sous la
forme
L 0u ou
Jr— = JtAT () At) —.
S =TT AW

0
Remplagons la fonction (')_11: dans (71) par la fonction régularisée (a—l:> , en utilisant la

relation

AW 2 = a2

A S (70

ol

Bt)g =t (fo ntjn CO)*"’“Jal(—%(/0<9(77;t)dn—c(t))+g)

fo (n,t)dn — C(t) 0 . ¢ g
+2GMEJ ( - + 2ataJ<E 3 /0 g(n,t)dn—C(t) ) + =)

(75)
L’opérateur B (t) admet un adjoint donné par
= dn
* 1 —1\* 2 1\ a fO ;
B*(t)h == (J7') ayh — = (J7')" = (@h) + Ge (h) (z) + G.(h)(1), (76)
a a ot J‘l@
0 q
avee
G @ = [ (% (@) — 2 )2 (e
)Gy = | (G U Geuh) = 4 ()" g (e
2 * a 2(1( —1\* a
2 ()" g ) + 258 () 5 ) )

Par conséquent, I’égalité (71), s’écrit sous la forme

0?/ 027}’; Tt Ou—

avec he = vf — eB* (t)vi.

€

O
le membre droit de (78) est une forme linéaire continue de E‘)_Z Alors la fonction h. admet
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des dérivées (1 —z) —

Oh. 0 Oh.
dx’ Ox <(1 - ) OJx

) € L?(Q) et les conditions suivantes sont
satisfaites

Oh.
Ox

helyg =0, he|,_, =0, (1—2) =0. (79)

r=

De I’égalité

Oh, £ J
(1 — I) agj = |:[ —_ — (JE 1) att] <1 — 1‘) %UE
2e % a 8 ¥
Jr? (JE ) 5 < (1—x) %LE> , (80)

et comme l'opérateur (J- )" est borné dans L? (), alors pour ¢ assez petit,

on déduit

£ .
’ (J21) an

€

€ . .
< 1.Alors l'opérateur [I ——(JY att} a un inverse borné dans
a

Ve

ox

d v
s ((1 — ) al > € L2 (), et les conditions suivantes sont vérifiées
x T

€ L?(Q). De la méme maniére, on aura

I'espace L?((2). on conclut que (1 — x)

. . ov’
Ué|m:0 = 07 va‘m:l = 0’ (]' o iE) or =0.

ax=1

Posons u = |, fo f7 . exp (cr) vidrdnd( dans la relation (71), on obtient

T 1 o T 1 o
- / / exp (ct) v Nvdzxdt = / / A(t) a—@dzdz‘, (81)
o Jo o Jo t

avec la constante ¢ satisfaisant

c <0,
¢y — cag > 0, (82)
chy — 2ccy + ag > 0.
En utilisant les propriétés des opérateurs de régularisation, le membre droit de 1’égalité

(81) aprés intégration par rapport a x, devient

82U i} 02 *
/ / o < &LE)T) [ e T o ] didt =

e 0%u Ov; ot Pu Pur
_Re/o /0 (1= 2)ag o ae 0 dt“/o /0 (1 = 2) a5t
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en intégrant par rapport a t, chaque terme du membre droit de 1’égalité précédente,

utilisant le fait que u € Dy(L) on obtient

"o o TF
Re/o/o(lm)aamatam(:r

Tt Pu 0w Pu
1—x)a (1-—
Re/o /0 (1 —x)aexp(—c )81“81‘(91&3(% / / x)aexp(— ct)‘(,)an dxdt
T 1
(1 ‘ 2u
+/ / ay — 2cay + c*a) exp (—ct da"dt
o Jo (0 ! Joxp (=) | 55
1 2,, |2
(1—x) J0°u
/0 5 (a; — ca) exp (—ct) 10 . (83)
92u 83 * 4 2
ERG/ / E%E)r 5)t2axd;1:dt —5/ / 1—2) m dxdt
! OPu 0u
+e /0 (1—2)ay 00 dx / / (1 — ) (ay — cay) 0 (lT(h‘

! O*u vt Ou ov*
_ 1— : < 4
aRe/O (1—2)a V1B B Lt_T—&—eRe/ / aﬁata (%d xdt. (84)

e (83), (84), en utilisant des e-inégalités et les conditions (82), on aboutit a

* 1 (1 — ) 82
/ / oxp (ct) v* Nodadt + () —mo)/o . oxp (—ct) e dr <
=T
22, 2
_9 ,
(C2 cer + ay / / exp Ct)’@t@m dadt
g Pu 1 92u |2
+e (/0 /0 (1 — ) |aw — cayl ETeE dz:dt+/0 /0 (1—2)|a L dedt
! Pu 1 92u |12
1 - 1—
+/o( D oy d +/( o) ol | 55| da

+/01(1—l)|at| / / l—x\att|

En substituant Nv par son expression dans (85), on obtient

Tl 1 _ 2
/0/0(1—x)exp(ct)|7;|2dmdt+(c'1—cn,o—f)/o (12:1:) exp (— )’;au

2
dxdt

dxdt) : (85)

2

N2,

T 1
B 5 (1—x) B d*u
(c2 — 2cci + Pay +¢€) /0 /0 5 exp (—ct) ‘(‘)tax
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Bu |? ! Pu |?
/ / (1 —2) |ay — cay Eore ‘ dmdtJr/O (1—2)a ETor dx .
2 1 2
* a *
+/ (1 — ) |ay 015 dx ++/ (1 — ) |a L
0 0 Oz
=T

t=T

t
T 9u* |2 T
+ / / (1 —2) |aw| 5 dadt | + / / exp (ct) |v — v |Nv| dzdt.
o Jo o Jo

On choisi € assez petit de telle sorte que ¢} — cag — € > 0. En utilisant le lemme (1) dans

I’inégalité précédente, en passant a la limite quand € — 0, on obtient

T 1
/ / (1 — ) exp (ct) |v|? dadt <0,
o Jo

D’ot v = 0, par conséquent w = 0. m
Théoréme 7 L’image R(L) de L coincide avec F.

Démonstration. Comme F est un Hilbert, alors R(L) = F ssi de la relation

1 2 Y
(1 —x2)" 0p dpy 1\
/ / tfufldrdwr/o < 5 B2 1 + ¢ | dx

Ly W A R Y
+/0< 5 %aerlMJl dLJr/O 5 %0_+ dx =0, (86)

pour u arbitraire dans D (L) et F = (g, @, ¥, x) € F, implique F =0. En prenant

u € Dy (L) dans (86), on obtient fDT fol (1 — z)* t £ugdxdt = 0. En utilisant le lemme (8),
on aura w = tg = 0, d’ot g = 0.

Par conséquent Yu € D (L), on a

(=) 0pdyp Y- oad,
/0< 2 8701+W1>dx+/0( R

1
(1- )3X8X1
—I—/O ( 5 9x o7 + X dz =0,

comme 'image de 'opérateur trace est dense dans ’espace de Hilbert munit de la norme

/01(<1_2x)2 %:W) d:t+/01<( 2 2)’ +|d|)
+/01 ((1_233)2 %‘2+XI2) dz,

ox

alors p =9 =x=0. &
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CHAPITRE IIT
Probléme Mixte Pour Une Equation Aux Dériveés Partielles
d’Ordre Trois Combinant Une Condition Finale Avec Deux

Autres Intégrales a Poids.
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Dans ce chpaitre, on reprend ’étude faite dans le chapitre précédent pour la méme
équation combinant une condition finale avec deux autres integrales a poids. On montre
I’existence et I'unicité de la solution. La démonstration est baseé sur I'inégalité de 1’énergie

et la densité de 'image de 'opérateur engendré par le probléme en question.

4 Position du Probléme

Dans le rectangle © = [0,1] x [0,T], on considere I’équation

Pu 0 0%u
£u=28 -2 (e ) = S w0, 87

avec la fonction a (z,t) , satisfaisant

0<a0§a($at) Sah

%(x,t)’ <b, x€l0,1], te[0,1].

X

Pour I’équation (87), on lui associe les conditions initiales

u
L = u(2,0) = ¢ (), lou = @—? (2,0) = (z), ze0.1], (88)
la condition finale
0%u

l3u = W(IaT) :X(I)> US [07 1]: (89)

et les conditions intégrales

1
/ Ki(z)u(z, t)de =0, i=1,2. t€]0,T)] (90)
0

Les fonctions ¢ (x), ¥ (), x (), f(z,t) ¢t K; (x) sont données, on supposc de plus les

conditions de compatibilité

1
/K da:—()/ K, ( dx—(),/ Ki(x)x(x)dz =0, i=1,2.
0

et que les fonctions K; (x) et ses derivées, satisfont aux

o<k0<K(q~ <k1,

dK; .
< —, 1=1,2, 91
‘ dx 336( a > T (O1)
dK dKs (x
) < my < H (1) = Ky (a) L0 waﬁﬁﬁﬁm
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Dans ce chapitre, notre objectif est de démontrer I'existence et I'unicité de la solution
forte du probléme (87)- (90). La démonstation est basée sur les inégalités énergitiques et
la densité de I'image de 1'opérateur engendré par ce probléme. Le probléme (87)- (90),

peut étre écrit sous la forme opérationnelle
Lu=F

ou F = (f, ¢, 1, x). L'opérateur L = (ly, Iy, I3) est considéré d'un espace de Banach F
dans un cspace de Hilbert F. Le domaine de définition de 'opérateur L cst ’'ensemble des

fonctions u appartenant & W5 (Q) et qui satisfont aux conditions (90).

4.1 Espaces Fonctionnels

Pou étudier le probléme (87)-(90), on introduit les espaces fonctionnels £ et F' donnés
par :
E est I'espace de Banach constitué des fonctions v € W3 (Q) vérifiant (90), muni de la

norme suivante

3 2
Jul|% = 2/ ‘/ Ki(Q) 55 Y tyde| dedt
< )9 9%u 0%u|?
-l—l / aC ( (¢, 1) ('K@t) dxdt—l—/ 2 dxdt
du 2
/ — dxdt—i—sup/ |u (z,¢)|" dx, (92)
ol ot t Jo

et F est I'espace de Hilbert des fonctions F = (f, ., x) € (L?(Q))", muni de la norme

1
17 = / £ dadt + / (ol + [0l + ) da. (93)

Lemme 9 Pour u € E, tel que u(x,0) = ¢ (), on a

1
sup/ u (,t) d¢|? da < eT/
t 0 Q

ou

2 1
— (x,t d;L‘dt-i-eT/ gozd;v,
AR 1ol
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Démonstration. Par intégration par partie le terme
~S 1
ou
/ / exp (—t)u (z,t) — (z,t)dx
par rapport a ¢, et en utilisant des e—inégalités, on obtient le résultat. m
Proposition 5 L opérateur L est fermable dont sa fermeture est notée par L.

Définition 6 La solution de l'équation Lu = F est dite solution forte du probléeme (87)-

(90).
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4.2 Estimation a Priori et Ses Conséquences

Théoréme 8 [ exist une constante positive ¢ > 0, telle que pour toute fonctions u €
D(L), on a

[ullp < ellLullp. (94)

Démonstration. On prend le produit scalaire dans l'espace L2 (), de ’équation
(87) ct Popérateur intégrodifferenticl

=2 K « 3
Mu = Z (—1) Mtexp (—At) /0 K3 (¢) % (¢, 1) dc, (95)

- a
i=1

avec A > 0, puis prenant la partie réelle, on obtient la forme quadratique
 (u,u) = Re/ LuMudxdt. (96)
Q

En substituant I’expression de Mu dans (96), on trouve

=2

R o Bu [ P
@(u,u)—Re;(—l) /Qt‘T(‘”)exp(—At)a—g/o Ky s (g)Tg(g,t)demdt
i=2 A (x P o2 z Pu
+Re ) (1) /Q KT(T)texp(—)\t)% ( af;) /0 Ky (g)a—g(g, tyd¢dedt.  (97)

En intégrant chaque terme par parties du membre droit de (97), par rapport a x, et en
utilisant les conditions (90), on obtient

ou Pu
D (u,u) = —Re/QtH (x)exp (—At) Ewdazdt

1 2 [ texp(—\) K1 I, da ?

i=2 @ a3,
i Ky ;0 (Kz_i(x)0a\]|ou [ Pu

i=1 Q

| m© g€

(98)
Intégrons le premier terme dans le membre de droite de (98) par rapport a ¢, et en tenant

en compte des conditions (88),(89), on obtient

2
dxdt

32,

ot?

u Pu
—Re/QtH (x) exp (—At) Eﬁdmdt = /QtH (x) exp (—At)
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2

_'_% /Q (2/\ B )\Qt) I (z) exp (—At) ‘% dxdt—i—%/o (1—Xt)H (x) exp (— /\t)

vy
ou %u

/ H (z)texp (—\t) — 5 o —dz

De (99), I'égalité (98) sera

1 2 texp (—At) / i K1 K5 0a

dzdz‘
Q a T

JRGEA T

9 12

+/QtH (2)exp (—At) gu

2
AlE dadt

I 9 ou
dadt + —/ H () (2X = N*t) exp (= A1) | =
2 Jy ot

1

5/0 (1— M) H (z) exp (—\t) Ou*

ot

! ou_
+ Re/ H (z)texp (—At) a—xdz
0 1;

t=T

dzx

t=T

_ 1/t (
Re/ texp (—At) LuMudzdt + 5 / H () |[o|” do+
Q 2Jo

+Re§(—1)7‘/t [dzigi - (;1 <K3;( )%ﬂ p (=) g?/ Ky (C) ‘?;3 (¢, )dCddt.
(100)

il est facile devoir que

2 1
/ T b yesp ()| 2] ae| = / L () exp (-XT) | do
at - o Al
1 ou 0%
RC/O H (x)texp (—/\f)aaﬁd i

On choisit A de telle sorte que 1 —2X\T" > Xy > 0, alors, de (91), et I'inégalités précédente,
(100) devient

2 12

lexp (=AT)
2 (71/¢2 (7 Ny — _) Z/ / 37‘3 (C t) d:EdterO exp (— )\T)/ 5 dordt
2\ — AT 2 _ 19,2
+—( ) o exp()\T)/ Ou dmdtJr—(l 2AT) mo exp(AT)/ Ou dx
2 ol 0t 2 o | ot
t=T
1
/t|£u|M’u| dxdt+%/ |U)|2dI+T7n1/ o
0
03
+m2/ / K3 )33 (¢, t) d¢| dadt. (101)
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On pose

. 1 k%b 3 )\07710 1- /\0
= Iin mgyg — — —m, m, ex
2@1]€% 0 a "9 09y 9 0 p 2 )

0

alors, l'inégalité (101) devient

82u?
/ 87‘3 - (¢, t)dC d:z:dtJr/ Fr) dxdt
ou? Yo ?
+A§ d:zrdtJr/OEdz <
t=

T
. T
L[ g rudasies 2 [ oan 20 [y

m =2 ou OB
L / £ 2

K3 ; (() = (¢, 1) d(| dxdt.
[ K055 (e an
En utilisant I'inégalité de Young dans le membre droit de I'inégalité précédente, on obtient

2

== Du 2
; /Q ¢ €) 575 (G 1) dC| dudt + /Q bl o | dodt
oul? Y ou|
+/ dxdt+/ —| dx <
ol Ot o | Ot o
ho\? Tm1 ou
4(7%) /t|f da‘dt+—/ ) d + /(| %) + - /QE drdt. (102)
De (102) et du lemme (1), on obtient
=2 2 2 2
v Pu 0%u ou
t K; — (¢, 1 dxdt t|—| dxdt —| dxdt <
ZI/Q ‘/0 (©) = (1) ‘“+/Q oz | 7 +/Q ar|
1
3 (/t|f|2dxdt+/ (lel” + [ + |x|?) m) (103)
Q Jo

avec
bo\2 4m
f = max (4 (—) , @, ml)max(l T)e «
aag o’ A

de (103) et du lemme (9), on déduit

1
sup/ lu (1) d¢|? do <
t Jo
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T 2 ! 2 12 2 )
e (B+1) </Qt|f| dxdt+/0 (lol” + [0|* + [xI7) dz ) . (104)

Combinons 'inégalité (103) avec (104), on obtient

=2 z 93 2 9u
Z/Qt /0 K; (C)a—g(g’,t) dxdt—k/ﬂ - (1) dxdt
=1
i %((,t) dd:cdt—ksgp/ol (e, ) dee <
1
(e (5 +1)+5) ( Jels s [ (o 1ol + ) d:c) S (0s)
0 0

En vertu de I’équation (87) et l'inégalité (105), on déduit

S [ [ iy (o) o]

(2(e" (B+1)+B) + 4k7) (/Qt|f|2dxdt+/0 (el® + [ + 1xI%) dz) : (106)

Et en combinant (105) avec (106) pour déduire (94) avec ¢? =2 (e7 (8 + 1) + 3) +4k?. m

dedt <

Lemme 10 L’operateur L de E dans F' est fermable, sa fermeture notée par L.
Soit L la fermeture de L, et D(L) le domaine de définition de L.

Définition 7 la solution de l’équation Lu = F est dile solution forte du probléme (87,

90).

Comme les points du graphe de opérateur L sont limites des suites des points du

graphe de l'opérateur L, on peut prolonger l'inégalité (94), en passant a la limite
lullp < || Lu||, Vu € D(L). (107)

Corollaire 5 La solution forte du probléme (87, 90) si elle existe, elle est unique et

dépend continument du F .

Corollaire 6 L’ensemble des valeurs R (Z) de lopérateur L est égale o la fermeture R (L)

de R(L).
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4.3 Résolubilité du Probléme

De linégalité (107) résulte que 'opérateur L admet un inverse borné f_l, du corol-
laire (6) on déduit que R (L) est fermé. Pour montrer I'existence de la solution forte du
probléme (87)-(90), il suffit de montrer la densité de 'image de l'opérateur. La démons-
tration est basée sur le :

d3a da

o290z Otdx

Lemme 11 Supposons que la fonction a(x,t) et ses dérivées sont bornées,

et les fonctions K; (x) satisfont aux conditions

dK; (1 dKs (1
K () P g ) ;< : #o
ot A : (108)
A= SV K @ de [ Kani ) ] ey 70
. ou 0*u :
Soit Do(L) = u € D(L), u(z,0) =0, P —(z,0) =0, %(ZL’,T) =0¢ .95, pouru € Dy(L)
et pour certaines fonctions w € L* (Q) on a
/ (1 — 2)* fuwdzdt = 0, (109)
Q

alors w = 0.

Démonstration. Substituant £u dans P'égalité (109) par son expréssion, on obtient

2 Pu 0%u _ v
/Q(l — ) a—wd:rdt Z/ 5 < 3t83:) ((1 — )W —/O wd() dxdt,

(110)
pour la fonction w (x,t) donnée, on construit la fonction v (z,t) tel que
dK dKy [¢
(1—xz)w / wd( = / ( 2/ Kyvdr — —2/ Klvd7> = .
0 ¢ Jo

De I’égalité précédente, on déduit
1

/ Kvdxr =0 i=1,2, (111)

0

ceci nous permet d’écrire (110), sous la forme

/ O—Nvdxdt Z / —vldxdt, (112)
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avec

Nv = K, foj’ Kivd¢ — K, foj’ Koo = (1— :17)211).

L’opérateur A (1) est inversible dans I'espace L? (0,1), son inverse est borné et est donné

par
11 ¢
A ()g=— [ — _
(t)g /0 1—ga(g,t)/og(”'t)d”
| d¢
a0 [ eyt GO,
avec
11 ¢
Afl ,— -
(g /0 1—Ca(C,t)/o g (n,t)dn
1 d¢
a0 ) e 40
ou les constantes C (t) et C (t) sont donées par
d
Ei ? fo Kidx fn Ky idx f() %ﬁg(nﬁ dn
Cy(t) = X ’ ,
ct
=2 i1l - B dc 1 x d¢ ¢
o Y (DT fy Kida (R Jo Kside f, A=0alch Jo 9 (n,t)dn

A

Alors, on déduit que fol K;(z) A7' (t) gdz = 0, de plus la fonction (%) c=J1 <@)

ot
) . ou a1 ou .
a une représentation de la forme 5 = = J TATTA(Y) ik Remplagons la fonction

ou ou
T dans (112) par sa fonction régularisée 5 ) en prenant en compte la relation

€

Ju 1, 0u , ou
20 (2) el (2.
PA(t) Ou, 3&4 (t) 0%u, OPA()

Hu, =3
plt)u oz o o or | op

Ue,

on obtient

%dedt Z/( (o) + 8. (1) 22 ())drdt. (113)
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avec

t
(oo / (n,8)dn — Cv(1)
at2 € a CL2 0 g 7’7 77 1

0%a 0 1 z
2 B no) —

0ad (9 a, ‘
+2om o e (E_E(/o g(n,t)dn—Cl(t)»]-

dont ’adjoint est donné par

ou
-1 « [ OPa da 1 « [0%a
G.h) (x) = — (Jt —h — = (J! —nh
(Geh) (@) /0 [a (%) (afzag >+8Ca2(6 ) (87&2 )
2, 1\ 0 (0% 2001 , 1\« @ (0Oa
201y 9 ) g 20e L 2% g
L ol atag')+ AR <at )] &
et

:%z:: / )dx/olf(gi(x)/: a ili)a—/; (1fCC)G/OCKs7:(n)dn.

Par conséquent, ’égalité (112) devient

ou 0% Ou—
—N—dzdt = — | A(t) —h.dxdt, 114
wot o /Q()at v (114)
avee he = (v1)" 1)e —eBi(t )(1)1)
2.

Le terme fQ —]\ a—d:)jdt est une forme linéaire continue en _u Donc la fonction h,

Ohe O Oh. 5 "
admet des dérivées (1 — z) — 5 Oa ((1 —x) e ) € L*(92), de plus on a les conditions
suivantes :

Oh Oh
he =0 — =0, (1- = =0.
“‘1:0 7 a‘E z=0 7( T) 81: =1

De I’égalité




+ZQ€ 7Y (gf(l r)%%”)

et comme l'opérateur (J:

d%a
Sy 2

dans L? (2). Donc en déduit que (1 — z) @ €L*(Q).
T

De la méme maniére on obtient que 82 <(1 — ) 8(6’01)5> € L%(Q), et les conditions
x x

1)* est borné dans L? (2), donc pour ¢ suffisamment petit, on

PBa
< 1. Alors 'opérateur I —— ( Jh ) admet un inverse borné
a

déduit que

suivantes sont vérifieés

d (v1):
Ox

=0, (1—x)

=0

= 0. (115)

(Ul) |1 0 0> O

posons u = fot I fCT exp (A7) vidrd{dn dans I'égalité (112), avec la constante A > 0, on
obtient

/ exp (A7) v* Nvdxdt = Z/ —vldxdt (116)
0

En utilisant les proprietés des opérateurs de régularisation, on obtient

— Ou— (v1):
AT)viNvdedt = — [ A(t d dt + / ———dxdt. (117
/Qexp( T)viNvudx /Q ()8 V) dx ez 815 YR (117)

Intégrons le premier terme du membre droit de (117) par rapport a x, et en utilisant les

conditions (115), on obtient

ou OPu
/A —(01); () dadt = Re/Qa,H (x)exp (— /\f)aﬁdrdf

0 A’Ks\ Ou 9 PN\ du
[ (R [ £ (58)%

De nouveau, intégrons le premier terme dans le membre droit de I’égalité précédente par

rapport a t, on obtient

Ou 0Pu 0%ul’
Re/aH( Nexp (—At) — 5 903 —dadt = —/QH(.L)CLGXP (—At) e dxdt
H (x da ou|?
<W - 2)\a + A a> exp (—At) ‘E dxdt
VH(x ( > ul?
— Aa | exp (—At) dx
ot o
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Supposons que

. Oa . =
e = T
4 @) 12 @) <

Et si on choisit A tel que

0<(10§C’1*ACL1,

ClQ —2Xc1 + )\2610 > 0,

m (ce — 2M\, + Na 2 )
(2 ! 1)+u—§(5avec 0> 0,

2 mo
alors
11,2 2
—Re/A(z‘) wordzdt + age Ou dr S(S/ ou dxdt
Q 0 ot O 0
m . 2
-2 / CurdC drdt+— d:rdt (118)
4 JalJo

En intégrant le second terme dans le membre droit de (117) par rapport a z, on trouve

o—

u 0% vy O*v*
eRe/A()gZZ (;2) drdt—eRe/H 31; a:jd;cdt

0 K>\ Ou [* DPor 0 dK1\ Ou [* 3211; .
—l—eRe/ o < o ) E/o K1 dCdLLdt—l—eRe/ o <aﬂ> E/o Ky 5 d¢dxdt,

et en utilisant des e—inequalities dans 1’égalité précédente, on obtient
Bu PPuE m?2 ] 2 1
—eR Alt dzdt < dxdt i
R [ A Gl pintt < (Tt = 3) [ |5 awirve (s2+3) [

De (118), (119) et les propriétés des opérateurs de régularisation, 1’égalité (117) devient

2

O*v*

&€

ot?

du

ot

dzdt.

(119)

2
dzdt

Avl vd C
0

Re/ﬂexp (A7) vNv

2

2
Yo

d/
ot |

t=T

82 K

E

ot2

dzxdt + oge ’\T/

/ Kll’dc
0
2 2 2
/ ’ 1
m+e ﬂa%—&—l / drdt + ¢ | ki + /
2 2 0

@;wfww+/wMMﬂ@—vwmmm (120)
Q

2

Ju dxdt

ot

o7



Substituons I'expression de Nv dansRe fQ exp (A7) vNwvdxdt, on obtient

Re / exp (A7) vNvdxdt =
0

Re/exp (A7) ng/ KldedIdt—Re/eXp (A7) Klv/ Kyvd(dzdt,
Q

0 Q 0

par intégration par rapport a x, et en tennant en compte les conditions (115), on aura

Re / exp (A7) vNvdxdt =
0

/’ (ovd( /’Klvdg
0 0

En combinant 1’égalité précédente avec (120) et on utilise le lemme (1), on déduit

/ KyodC| dadt + 70 / / KyvdC
0 4 Q 0

alors, de (121), on conclut
alJo

donc [ Kjvd¢( =0,V (z,t) € [0,1] x [0,7] = v=0ie w=0aec m

2

1 ? 1
5 / H (x)exp (A7) ddt + 3 / H (x)exp (A7) dxdt.
Q 2Ja

mo

2
— dxdt <0 ase— 0. (121)
4 Jo

2
dedt < 0,i=1,2.

Théoréme 9 L’image R (Z) de L coincide avec F.

Démonstration. On a R (Z) =F < R (I)T = Op. Comme I est un espace de

Hilbert, alors I? (f) = F' si et seulement si
/ t fgdxdt+
Q

/01 ¢prdr + /01 by da + /01 adr =0, (122)
pour un u € D (L) quelconque et F = (g, o1, U1, X1) € I implique F =0p. prenons
u € Dy (L) dans (122), on obtient [, tfgdadt = 0, utilisons maintenant le lemme (11), on
aboutir a (1 — .77)2 w=tg =0, alors g = 0.

Par conséquent pour u € D (L) on a

1 1 1
/ o, d + / i) da + / Y dr =0,
0 0 0
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comme 'image de 'opérateur trace est dense dans ’espace de Hilbert munit de la norme

1 1 1
[t [k [ an,
0 0 0

alors p; =1, =x;,=0. =
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