temps | ind | étap2 | étap3 | étapj | dge
711 4.8 0 0 1 0 63
72 5 0 0 1 0 49
73| 5.1 0 0 1 0 69
741 6.5 0 0 1 0 65
75 8 0 0 1 0 78
76| 9.3 0 0 1 0 69
77 10.1 0 0 1 0 51
78| 0.1 1 0 0 1 65
791 0.3 1 0 0 1 71
S0 0.4 1 0 0 1 76
8§11 0.8 1 0 0 1 65
§21 0.8 1 0 0 1 78
83 1 1 0 0 1 41
841 1.5 1 0 0 1 68
85 2 1 0 0 1 69
861 2.3 1 0 0 1 62
8§71 3.6 1 0 0 1 71
881 3.8 1 0 0 1 84
8§91 2.9 0 0 0 1 74
90 4.3 0 0 0 1 48

Nous avons donc le modéle suivant
A(t) = No(t) exp {5, X étap2 + By X étap3 + (4 X étapd + B, X age}

ou

S(f) _ (SO (YL) )exp{ﬁl X étap2+ By x étap3+L4 X étapd+[L 4 xage}
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1) L’estimation des paramétres
La fonction "Coxph" dans le logiciel S-Plus nous permet d’estimer le vecteur du

paramétre 3 = (31, By, B3, Ba) €t nous obtenons les résultats suivants

wWorking data will be in C:\Progras Files\sp2000\users'\dounia’_Data

> cancl<-coxph(Surv(temps, ind) - etap? + etap3 + etapd + age, data = cancer)
= summary{cancl)

call:

coxph{formula = Surv{temps, nd) ~ etap2 = etap3d + etapd4 + age, data = cancer)

n= 90
coef exp{coef) se{cocef) z P
etap? 0.140 1.15 0.4625 0.302 0.780000
etapd 0.642 1.50 0.35%61 1.803 0.071000
etapd 1,708 3.51 0.4219 4.044 0.000052
age 0.019 1.02 0.0143 1.335 0.180000
gxplcoef) exp(-coef) lower .95 upper .95
etapl 1.15 0.869 0. 465 2.85
etap3 1.90 0.526 0.948 3.82
atapd 5.51 0,182 2.4089 12,59
age 1.02 0,981 0,981 1.05

B = (0.140,0.642, 1.706, 0.019).

2)Tests d’Hypothéses.
a) Test global
Hy: =0 contre Hy : 3 # 0 et on prend le seuil o = 0.05. On a les résultats suivants

Likelthood ratio test= 18.3 on 4 df, p=0.00107
Wald test = 21,2 on 4 df, p=0.000295
Score ([logrank) test = 24.8 on 4 df, p=0.0000557

Le vecteur des coefficients de régression est

~

3 = (0.140, 0.642, 1.706, 0.019),

avec un niveau de significativité (test de rapport de vraisemblance)de 0,00107. Le vecteur
des coefficients est donc significativement différent de 0. Le résultat est le méme si nous

utilisons le test de Wald ou le test de Score.
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b) Test local

Nous testons, par exemple, I'hypothése

]¥b: (ﬁlaﬁ27ﬁ3) ::07

contre

Hy: (B1,08,,03) #0

et nous prenons le seuil o = 0.05.

Test de rapport de vraisemblance

> canclr<=coxph(Surv(temps, ind) -~ age, data = cancer)
= canclflagiik

[1] -196.8635 -187.7074
= canclr§loglik

[1] -196.8635 -195.5473
= 2*(-167.707+195.548)
[1] L5.8B2

= pchisglls.682,df=3)
[1] D.99BGE24

> 1-0.99E7

[1] D.0013

Donc

Xnv =2 {E(B) - E(ﬁo)} — 15.682

avec un niveau de significativité de 0,0013, d’ou (5, By, B3) # 0. le résultal est le méme
si nous utilisons le test de Wald ou le test de Score.

Estimation de la fonction de covariance

= canclyvar
[.,1] [.2] [,3] [,4]
[l. 0.2139043730 0.06583665643 0.06591639c 0.0008240989
Z2,] 0.0683665643 0.1268209256 0.0&68075539 0.0003271962
[3,] 0.06891639€3 0.0680755394 Q.177987411 -0.0003914110
[4,] 0,0008240989 0,0003271962 -0,000391411 0,0002032944

3) Estimation de la fonction de survie de base Sy.

La fonction (survfit) dans le logiciel S-Plus nous permet d’estimer la fonction de survie

de base et nous avons les résultats suivants
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> summary{survfit{cancl)})
Call: swurvfit.coxph{object = cancl)

time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI
0.1 1 0.991 0.00B75 0.974 1.000
0.2 89 1 0.982 0.01252 0.958 1.000
0.3 53 3 0.955 0.02009 0.917 0.9835
0.4 B5 1 0.946 0.02212 0.902 0.990
0.5 -L4 1 0.937 0.023086 0,891 0.985
0.6 83 1 0.927 0.02585 0.878 0.979
0.7 82 1 0.918 0,02751 0,865 0.973
0.8 81 3 0.8868 0.03213 0.827 0.954
1.0 - 2 0.368 0.03499 0.802 0.939
1.3 il 2 0,347 0,.03758 0.776 0,924
1.5 74 1 0.337 0.03877 0.764 0.918
1.5 73 1 0.326 0.0309% 0.751 0.908
1.8 72 2 0.304 0.04216 0.726 0.891
1.9 70 2 0.783 0.04418 n.701 0.874
2.0 Ga 2 0.761 0.04604 0.676 0.857
2.3 65 1 0.750 0.04696 0.663 0,348
2.4 G4 1 0.738 0.04786 0.650 0.338
3.2 60 2 0.713 0.04975 0.622 0,317
3.3 57 1 0.700 0.Q05063 0.607 0.3807
3.5 54 3 0.661 0.05308 0.565 0.774
3.5 51 P 0,635 D,.05444 0,537 0,751
3.8 47 1 0.621 0.05516 0.522 0.739
4.0 46 3 0.375 0.05639 0.473 0.698
4.3 43 1 0.560 0.05743 0.458 0.c84
5.0 I 1 0.540 D.05859 0,437 0. 668
5.3 30 1 0.5138 0.06012 0.413 0.651
6.0 26 1 0.495 0.061E2 0.388 0.632
6.2 2a 1 0.471 0.06333 0.362 0.613
6.3 22 1 0.446 0.06481 0.336 0.593
6.4 21 2 0.396 0.06676 0,285 0,551
6.5 19 1 0.371 0.06721 0.260 0.529
7.0 15 1 0,342 0.06818 0.231 0,305
7.4 13 1 0.311 0.068E0 0.202 0.480
7.8 9 1 0.276 0.07016 0,167 0.454

La figure suivante donne la courbe de ['estimateur de la fonction de survie de base Sy

= plot(survfit{cancl), xlab="survie en mais",yvlab="Fonc de survie")
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Maintenant, si nous considérons U'équation (2.2), la fonction de survie de base Sy(t), et
les coefficients de régression, nous pouvons estimer la fonction de survie pour un individu

quelconque.

Exemple 34
Nous allons étudier un second exemple. 1l s’agit de I’étude de la durée de survie de 26

patients atteints de la maladie du cancer. On a les donmnées suivantes

Temps | Ind | dge Tr
1159 1 72.33 | 1
21 115 1 74.49 | 1
3| 156 1 66.47| 1
4| 421 0 53.86 | 2
5| 431 1 50.34 | 1
6| 448 0 56.43 | 1
7\ 464 1 56.94 | 2
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Temps | Ind | dge Tr
8§ | 475 1 59.85 | 2
9 | 477 0 64.18 | 1
10| 563 1 55.18 | 2
111 638 1 56.76 | 1
12| 744 0 50.11 | 2
13| 769 0 59.63 | 2
141 770 0 57.05| 2
15| 803 0 | 39.27| 1
16| 855 0 | 4312 1
1711040 |0 | 3889 1
18 1106 | 0 | 44.60] 1
19 1129 |0 53.91| 2
200 1206 | 0 | 44.21| 2
2111227 |0 59.59 | 2
22| 268 1 74.50 | 1
23| 329 1 43.14 | 1
241 353 1 63.22| 2
251 365 1 64.42 | 2
26 377 0 58.81| 2

ou
1)Temps est le nombre de jours du début du traitement jusqu’a la mort ou la censure.
2) Ind est Uindicateur de censure
3) dge est I’dge au moment du diagnostic.
4)Tr est un indicateur du traitement donné au malade.

Nous avons donc le modéle suivant

A(t) = Xo(t) exp {By x age + B,1'r}
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ou

S(t) = (S (t))eXp{/31 xage+pyTr}

1) L’estimation des paramétres

B = (01, 8,) et nous obtenons les résultats suivants

Working data will be in C:\Program Files'sp2000\users\d
ouniat,_Mata

= car<=-coxph{Surv({Temps, Ind) ~ age + Tr,cancerS)
= summary{car)
Call:
coxph{formula = surv(Temps, Ind) ~ age + Tr, data = cancers)
n= 26
coet explcoet) se(coet) z p
ages O, 147 1.159 0.0481 3.19 0.0014
Tr -0, 504 Q.448 0.6320 -1.27 0.2000
expl{coef) expl(-coef) lower .95 upper .95
afs 1.15%9 0.8613 1,06 1.27
Tr 0,443 2.234 0.13 1.548

Dot 3 = (0.147, —0.448)
2) Test d’hypothéses
a) Test global
Hy: 3=0 contre Hy : B # 0 et en prend le seuil a = 0.05.

On a les résultats sutvants

Likel1hood ratio test= 15.9 on 2 df, p=0.000355
mald test = 13,5 on 2 df, p=0,00119
Score {logrank) test = 1B.6 aon 2 df, p=0. 0000934

Le coefficient de régression est B = (0.147, —0.448), avec un niveau de significativité (test
de rapport de vraisemblance)de 0,000355. Le vecteur des coefficients est donc significa-
tivement différent de 0. le résultat est le méme si nous utilisons le test de Wald ou le test
de Scor.

b) Test local.

Si nous nous intéressons a tester l'effet du traitement sur la fonction de hasard de base

Ao mous obtenons les résultats suivants (nous utilisons par exemple le test de rapport de
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vraisemblance).
> carlz-coxph(Surv(Temps, Ind) -~ age,cancers)
> cariloeglik
[1] -34.98494 -27.04190
= carliloglik
[1] -34.98494 -27.83B15
= 2%(-27.042+27.838)
[1] 1.5%92
= pchisq(l.592,df=1)
[1] 0.7929594
= 1-0.793
[1] 0.207

Donc

X = 2{£B) - £(8,) } = 1592

avec un niweau de significativité de 0.207, alors on accepte Hy donc le traitement n'a pas
d’ effet multiplicatif sur la duré de survie.

3) Estimation de la fonction de covariance

= carfvar _

[.1] [.,2]
[1,] O0.002129550 O.004696922
[2,] 0.004696322 0.339486402

4) Estimation de la fonction de survie de base S,.

> summary(survfit(car))
Call: survfit.coxph(object = car)

time n.risk n.event survival std.err Tower 95% CI upper 95% CI
963

549 26 1 0.98% 0.0132 [ 1.000
115 25 1 0.975 0.0229 0.931 1.000
156 24 1 0.956 0.0351 0. 890 1.000
268 23 1 0.935 0.0474 0. 846 1.000
329 22 1 0.392 0.0644 0,774 1.000
353 21 1 0.351 ©0.0763 0.714 1.000
365 20 1 0.308 O.0EBE3 0.656 0.996
431 i7 1 0.758 0.05965 0.591 0.4973
464 15 1 0.705 0.1086 0,524 0,948
475 14 1 0.652 O.1140 0.463 0.918
563 12 1 0.563 0.1277 0.381 0.378
638 11 1 0.479 0,1328 0.278 0.325

La figure suivante donne la courbe de ['estimateur de la fonction de survie de base Sy

> plot{survfit(car),xlab="survie en jours",ylab="Fonc de survie")
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Chapitre 3

Propriétés asymptotiques

Nous allons nous intéresser aux propriétés asymptotiques de 'EMVP [3 de [ et Ay de
Ag. Andersen et Gill (1982) ont montré que B est un estimateur consistant et asympto-
tiquement normal et que A est asymptotiquement normal en utilisant ’approche par les

martingales.

3.1 Rappels

Notation 35

Pour chaque scalaire y soit ||y|| = |y| et pour chaque matrice M soit

M

17\/;[(1'7]') ‘ .

— Inmax
i

N

PourY = (yy,...,y,) de RP,

1

p 2
v (z ys)
=1

Sia=(ay,....,a,) et b= (by, ...,b,,} on pose

( la norme euclidienne ).
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[a,b] = {x = (a1, ...,xpj ERP:a; <w; < bj,i=1,2, ...,p}

Définition 36
Soit {f,:a € A} une famille de fonctions réelles sur un intervalle [a,b] de RP. la

Jamille (fa),cq est dite équi continue au point v € [a,b] si
Ve>0,30>0, |z —y| <d = [fal2) — fuly)| <e

pour tout o € A . La famille est dite équi continue sur [a,b] si elle est équi continue en

chaque point = de [a,b] .

Théoréme 37 ( Application du théoréme central limite de Rebolledo sur les martingales
locales de carré intégrable)

Pour chaque n € N* soit N un processus de comptage multivarié & n composantes. i.e.
Vitj,Vt>0,P{AN;(t)=AN;(t)=1}=0

Soit ™ wune matrice n x p ( p fiwé ) telle que chagque élément Hi(,?) est un processus
prévisible localement borné . Supposons que N™ a un processus d’intensité A Définis-

sons la martingale locale de carré intégrable
W = (W, W)

par

W(n) / ZH(H L {dN(n)( ) )\l(’rl)(m)dx} a=1,2,...,p
0

1=1
Soit A une matrice de dimension p X p de fonctions continues sur [0, 7] ayant la forme

de la fonction de covariance d'une martingale gaussienne W) avec W) (0) = 0. i.e.

Cov (W (1), W™ (x)) = Ay(t A )
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pour tout i, j,t,x. Supposons que
1)
(WO WY 0 = [ 3 HY@HD @ @ L a0
0 =1

n——>0oQ

2)Vi, 1 <i<petVe>0

t n 9
(n)/, (n) ) P
/0 Z (Hi,l (I)) /\l ( {‘H(”)(:r)‘> }dx n:;o 0.

=1

alors

wm L, o

n——~aoo

Dans D ([0,1])".

Lemme 38 ( Inégalité de Langlart )

soit N un processus de comptage univarié de compensateur continu A, et soit

M=N-A

et H un processus prévisible localement borné.

alors V6 > 0,¥p >0 et Vt >0 on a

1)
P{N(t) > p} §%+P{A(t) >0}.

2)

/H x)dM (x

sup
0<y<t

Preuve.

} <9 +P{/OtH2(:r)dA(x) > 5}.

(C1)

(C2)

2) Dans le corollaire (27), on prend n = 6 et p = /e et le temps d’arrét T' = ¢ on

trouve le résultat (2).

1) soit (7,,) une suite localisante telle que
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Vn, N(.A7,),A(ANT,) et H(.AT,)

soient bornées et tel que Vn , M(. A 7,,) est une martingale locale de carré intégrable.

D’aprés le théoréme d’arrét optionnel pour tout temps d’arrét fini T on a
E(N(T A1) = E(A(T AN1y))

on posc

et
V() =A(LAT)

et en appliquant le théoréme (26) on trouve pour tout n

P{supN(s/\Tn) Zp} < % + P{A(T) > 6}

s<T

Or T, /oop.sctPr {sup N(sAT,) > p}cst croissant cn n donc

s<T

n—00 s<T s<T

nmP&wN@Amnm}zP%wN@zp}

d’ou

s<T

P{supN(s) >p} §%+P{A(t) >0},

En prenant 7' =1t on trouve

Pﬂww>ﬂég+PHMw>ﬁ
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A

3.2 consistance de 3

Nous commencgons par donner des hypothéses imposées dans toute la suite de ce

chapitre.

Hypotheéses R

R, : Soit 7 un temps tel que

/ Ao(z)dr < 0
0

R; : 1l existe un voisinage B de 3, , un réel sO(5,¢) , un vecteur s(V(3,¢) et une

matrice s(2)(3,t) définis sur B x [0, 7] tels que : pour j = 0,1,2 on ait

sup HS(j)(ﬁ,w) - 3(-7)(/3,:1:)“ ’L 0

Ry : Tl existe 6 > 0 tel que

1 i P
ne Sl[gp]|Zi(m)|Yi(m)1{B’Zi(x)>—5\2i(z)|} — 0
xe|0,7 !

1<i<n

R, : Pour les fonctions s¥) | j =0, 1,2 définies dans Ry nous définissons :

s 5(2)

®2
e=°get v=735—e¢ alors:V3e BetVte[0,7]ona

9,
(1) AN ()
sH(3,t) (9/38 (B, 1)

et
(2 — A (0)
s9NB,T) 5/625 (B,1).

R : Les fonctions s¢) | j =0, 1,2 sont bornées sur 3 x [0, 7].
Il existe a > 0 tel que la fonction ¢ — s®(3,1) est bornée sur 3 x [a, 7).
Pour j = 0,1, 2 la famille des fonctions s(j)(., t),0 <t <7 est équi continue en f,,.

R : La matrice
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S(Bo, 7) = / " 0B, )5 (B, ) Na()d

est définie positive.
Comme nous ne connaissons pas I’expression explicite de 3, c’est le lemme suivant donné
en appendice de P'article de Andersen et Gill (1982), qui nous servira & montrer la con-

sistance de S3.

Lemme 39
Soit I2 un ensemble convexe et ouvert de RP, et soit (F,),., une suite de fonctions

aléatoires concaves sur E et f une fonction réelle sur E telle que

Vo € B, Fy(z) - f(x)
alors
1) la fonction f est concave.
2) pour tout compact A de E
P
sup |Fn($) - f(ZL')‘ — 0
z€A n—00

3) Si F,, a un seul mazimum en X, et f a un seul mazimum en X, alors

Théoréme 40
Soit 3 UEMVP de f3 et By la vraie valeur de 3 dans le modéle de Cox. Alors

AP
B — By
n—-—~oo

53



Preuve.

Soit le processus X,,(3,.) défini par

Xn(ﬁ7t)
= 7 H{L(B, 1) — L(By, 1)}

/
n t t ) i\ L i\&L
= n! Z/(ﬁ—ﬁo)’Zi(m)dNi(m)—/ log { =1 dN(z)| .
i=1 V0 0 T 0Zi(x

On pose

. [Z / | t log{%} X(x)dx] |

ol A= z Ai. Alors
i=1

Xah1) — A1)
- n1[?;[f{w—w%yzmu—k%{gg%%%}}dem]-

Le processus X,,(3,.) — An (8, .) est une martingale locale de carré intégrable de processus

de variation quadratique

(X8 = A8 = X, (8. = Au(5.) (0
-2 S(O)(py t) 2
= n Z/ [6 Bo)'Z. {W}] i(x)dw
_ nAKﬁ—ﬁﬁﬂmwO)w By) — 2(8 - gdsmwm)k%{;géﬁj}

S(O) (/307 T
S8, z)
2\ (0)
+ [IOg{S(O)(ﬁo,x)H SPN( By, )] Ao(x)d.
D’aprées les hypothéses R1,R; et R5 on a

54



n (X (B, ) — An(B, ), XulB, ) — An(B, ) (1)

converge en probabilité vers une limite finie et d’apres le corollaire (28) on obtient :

Xn(ﬁa 7—) - An(ﬁv T) L 0

n—uo

mais A, (5, 7) converge en probabilité vers A(5, 7) donnée par la formule

A = [ [ = 0060 - og {%} $O(d.)] Aalald

D'ou V3 € B, X, (8, 7) converge en probabilité vers la méme limite .
Or X, (3, 7) est une fonction concave avec un seul maximum en B et A(B,7) a un seul

maximum en (3. Le lemme (39) donne

3.3 Normalité asymptotique

Théoréme 41
Sous les hypothéses Ry, ..., Rg on a

1) Le processus

U, ) = {n UG 0< <7}
ot

UBot) =1 22/ {2 (2) — E(Bo, )} ANi(2)

converge en loi dans D([0, T|P)vers N'(0, (5, t)) avec
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(S0} = / {0(Bor )} 89 (B, 7)Mol

2) Soit 3 L’EMVP. Alors

Preuve.

1)

2/ (2, (2) — E(Bo,)} dMi(x).

La composante | de U(,,t) est donnée par

Z/ {Za (2) — Ex(Bo, 1)} dM;(x),

zzd D) exp {7 (1))
Ey(Bo.1) =
Z Y;(t) exp {ByZ: (t)}
On pose

Hil(l‘) = Zz'l (LU) — EZ(BO,:ZZ), l = 1,2, P
On obtient
n +
Ul(/jo,t) = Z/ Hll($)d17\41($)
i=1 70

et

U(By, 1) Z/ H;(x)dM;(z

alors les fonctions Iy vérifient les conditions de théoréme (37).

56



11 reste & vérifier les conditions (C1) et (C2) du théoréme (37). Soit

<Uz(n)(50a-)-,Ui(n)(/307-)>(t) = ”1/0 ZHil(w)Hiz(x))\i(w)d;u

qui converge en probabilité vers

[ (P et}

d’apres les hypotheéses Ry, Ry et Rs, o0t My est 'élément (1, 1) de la matrice M.

Vérifions maintenant la condition (C2). Posons H,L-(n) — n~% H; alors

(n) (By,1) Z/ Hz(ln) YAM;(z)

et
U (8,1) Z/ (a2 ‘H(")( o }sz-(x).
=1

D’ou

< UL (Bo,). U (s ) (0
_ 21: / H (2 {‘H;l”)(z)‘)e})\i(x)dx
_ - Z / (Ha(@)) 1 o2 Y (2) 3D 32 () Do)
Utilisons inégalité
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V(a,b) €R?: |a — b’ Ljja_poq < 4]al? Lap>g) +4 |b]? L{p>5)

Nous déduisons

(U (B, ). U (B ) ) (1) (3.1)

< a7t [V D B2 ) Nl

Aoy —1 - 4 2 : -
+4n Z;/O | E1(Bg, 7)) l{nf%\E,,(BO,W%}K () exp 5 Z; () Ao(z)dx.
Le 2°™“terme dans I’équation (3.1) peut s’écrire

’ 2 o
4/0 |El(/607x)| 1{71,_%‘El(/30,:n)‘>§}5 (ﬁO,I)Ao(I)dI

Soit €' > 0 (fixé) les hypotheéses Ry et Rs impliquent que pour n assez grand il existe un
ensemble A; vérifiant

P(Al) 2 1 *6\.

Et sur Ay, on a

1{n—%\E,(50,m)\>g} =0,

pour tout t € [0, 7]. Donc le 2°™ terme dans I’équation (3.1) converge vers 0 en proba-
bilité.

Montrons la convergence du 1¢ terme

Ecrivons
€
{nH1Zu@)| > 5} = Bli(x) U B (),
ou
l -1 €
Bli(@) = {n } | Zu(@)] > 5,807 () > =61 Zi()| }
et
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B(@) = {n"} |Zaw)] > 5, 802 () < —61Z:(a)] } .

On a
Biz(£> N Béz(‘B) =0

Par 'hypothése R3 et R5 et pour € > 0 et n suffisamment grand, il existe un ensemble

Ayvérifiant

P(A2)>1—€\

tel que sur Ay on ait

o oY) =0

pour tout = € [0, 7] et 1 <i < n. Alors

n——>:0oQ

|0 2@ L g i @ exp (92 (0} dolalds L 0

Pour prouver que

nN—mo0

/OT nt Z | Ziy(2)? I{Bé[(x)}YQ () exp {8y Z; ()} No(x)dx 0 (3.2)
i=1

remarquons que cette intégrale est bornée par

2e
|Zi1 ()| >25<

/OT nt i | Za(z)? 1{ ) } exp {—8|7Z; (z)|} Mo(z)dx.

lim z%exp (—dz) =0, si 6 > 0.

Tr—00

et pour 1 > 0 fixé et n suffisamment grand on a

2
|Zat (w)[>25=

IZu(fU)I21{ ) }exp{—5|Zi (@)} <n
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pour tout 7. Donc l'intégrale dans (3.2) est bornée par

¢
n / Xo(z)dx
0
d’ou le résultat. Toutes les conditions du théoréme (37) étant rempliées, nous avons

n 32U (B t) = N(0,%(8g,1)).

2) Le processus de comptage N = Z N; a pour compensateur Z A;.

=1 =1

Posons M = N — ZAi, le lemme (38) partie (1) entraine
i=1

Ve>0et Vo >0

P{(n"'N(r) > c}

g +P {/OT not ZY} (x) exp {ByZ; ()} No(z)dz > 5}

IN

— ; +P {/T SO By, 2)No(w)dz > 5} :

0

Par la loi forte des grands nombres n~'N(7) converge p.s et

lim P{(n "N(r) > c}

n—oo

existe Ve < oo. Par 'hypothése Ry on a

iz 4P {/O SO (B, 2)Ao(x)dz > 5}

converge vers

g iy {/ SO By, e ho(x)de > 5} _

0

Choisissons 6 > [ 5(8y, 2)\o(z)dx, nous obtenons
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lim lim P{(n 'N(r)>c} =0. (3.3)

C—00 N—0

Rappelons que

n

Iww——%mﬁﬂ!AXWWwwwm

Done

|n=2(3.7) = (85,7 (3.4
<:\ATﬁ«&xy—mﬂxﬁnlmwm

#| [ o0 - vt} aso|

[ e {mu immmm%mmmmmw

+ /Ow ) {SO(By,: )_;()507 )} do()

Les hypotheéses Ry et R5 entrainent que

‘/(B>2ﬂ __@(Bax)

sup
0<a<r

n—:o0o

Ce résultat et la formule (3.3) montrent que le 1¢" terme dans l'inégalité (3.4) converge
en probabilité vers 0.

La formule (3.3) et la continuité uniforme de s¥) j = 0, 1,2 impliquent que le 2°™¢ terme
dans l'inégalité (3.4) converge vers 0 en probabilité.

La négligeabilité asymptotique du 4™ terme est directement déduite de I'application
des hypothéses R, Rs et Rs.

La partie (2) du lemme (38) implique que pour chaque paire (j, k) on a
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P{| [ et a0}
< % +P {nl /0 [{v(ﬁo,at)}jkr SO(B,, ) No(z)dz > 5}

Les hypothéses Ry, Ry et R5 impliquent

P {‘ /0 (B )} o M (2)

>p}Lo

n—-o0

Donc le 3¥™¢ terme dans P'inégalité (3.4) converge vers 0 en probabilité.
D’ou le résultat. m

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le théoréme suivent.

Théoréme 42

Soit 3(68y,t) la matrice définie dans Rg alors
1 [/~ L 1
n?2 (ﬁ - /60) n,:;o N(O> Y (507 T))

Preuve.

Le développement de Taylor de U(3, 7) au voisinage de (3, donne
UB,7) = U(Byr) ~T(5",7) (B~ o)
ot 3*est un point entre /3 et Bo- U(B, 7) étant nul on a

n_II(/ﬁ*, T)TL% (B — /30) —n7T U(By,T)-
n"3U By, t) — N(0,%(B, 1)

n—o0
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d’apres le théoreme (41). De plus B est consistent alors

P
= Po

d’ot
I(ﬁ*7 T) 'rL—»i)oo E(ﬁo, T)'
Finalement
1 /- L -1
n? (ﬁ - /30> 7 N0, 578y, 7))
[ ]

Le résultat suivant nous donne la normalité asymptotique de AO.

Théoréme 43
Soit Ay Uestimateur de la fonction de hasard cumulé Ay dans le modéle de Cowx. i.e.

Ao(t) = /0 {Z Yi(z) exp B/Zi (T)} dN(z).

Alors
TL% (AO — Ao) n—»i)oo N(O, \I/)
ol
T ) - ,
W) = [ et (30,05 G 7o)
et

©(Bo, 1) :/0 e(By, x)No(z)d.
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Preuve.

{zil: Yi(z) exp {B/Zi (x)}}_ dN(x) — No(2)dz.
ns /Ot {zﬁ: Yi(x) exp {B/ZZ' (m)}}_ _

{Z Yi(z) exp {84 7; (:c)}} AN (z)

o / {_me)exp{ﬁszi(z)}} AN () = A1) | +n2 {A5(0) — Mo()}

ou

AL(t) — /0 Ly ooy M)

On va montrer que

1) Le 3™ terme est asymptotiquement négligeable,

2) le 2¢™¢ terme converge en loi vers N (.,.),

3) le 1°" terme converge en loi vers N (.,.),

4) T'indépendance asymptotique entre le 1" et le 2°™¢ terme.
1) La négligeabilité asymptotique de 3°™° terme dans (3.5)

Par les hypotheéses Ry et Rs on a n2 {A7(t) — Ag(t)} est asymptotiquement négligeable.
2) La convergence asymptotique de 2°"* terme dans (3.5)

NI

n

/O | {wa) exp 3y Z; (x)} AN (z) — Ay(x)
/t n%dﬂ_f(x)
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a la forme fg H(x)dM (z) qui converge d’apres le théoréme (37) vers un processus gaussien
t
Aoz
[
0 S (/607 :C)

3) La convergence asymptotique de 1°" terme dans (3.5).

de variance

Par le développement de Taylor au voisinage de 3, de

{E Yi(t)exp 3'Z; (t)}

le 1¢" terme dans (3.5) peut étre écrit

ol 3* est un point entre 3 et 8, et ['(3,t) est donnée par

_ fo SWB ) V4
F(ﬁ,t)——/o n {S(O)(ﬁ’x)}gd]\(x).

Montrons que I'(3",.) converge en probabilité vers

/. sY(3, 1) {S(O) (B, JU)}_1 No(z)dx.

0

Ecrivons

_ ' -1 5(1)(5071') Y
['(By,t) = —/On WdN(m) (3.6)

/t —1 S(l)(ﬁoﬂ)
= — no———
o {508y, x)}

[ SP00) NS e (57 (1 A (a1
/0 {S(O)(ﬁo,x)}Q ;Y;( ) p{/30ZZ< )})\0( )d 3 (3.7)

dM ()

le 1¢" terme dans (3.6) est une martingale locale de carré intégrable de processus de
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variation quadratique

tn*Q _M_Q n V(o) ex ' 7V Ao () d
/0 A S(O)(ﬁo,x)}Q_ 221: i(2) exp {BoZi (2)} Ao(2)

12

- tnil _M S© ) b Ao(x)dx
/0 _{ S(O)(ﬁo,f)}z_ { (507 )} O( )

qui converge en probabilité vers 0, V¢ € [0, 7].

D’aprés le théoréme (37) le 1™ terme converge en loi vers A(0,0) donc converge en
probabilité vers 0.

Le 2°™¢ terme dans (3.6) est

t (1) ‘ (1)
/ %ﬁo’x)/\ dg; RN / 5 (g;)d;[:7
o { S9(By,2)} o { Bo,
donc I'(3,, t) converge en probabilité vers
t (B, )
— | ———=o(x)dx.
/ 0B, 2)) 0%
De plus d’aprés le théoréme (40) on a

nd (B=8y) =5 N(O.3 (8, 7).

Donc la fonction de covariance de 1°" terme dans (3.5) est

90/(507 t>271(B07 75)%0(/607 t)'

4) L’indépendance asymptotique entre le 1°" terme et le 2°"¢ terme.
Puisque B est une fonction de vecteur score U(/3,, 7) alors il suffit de montrer L’'indépen-

dance asymptotique entre le vecteur score et le 2°¢ terme.
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<Ul<ﬂo, ) [ {imx) exp By <x>} dM(x>> (0

i=1

3 / {Zu(x) = B0 0} | 3 o 13071 ()} Mo()d

i=1 0 i Yi(z) exp By Z; ()
i=1

_ ! Sl(l)(ﬁO*x)
_ /0 {W _ El(ﬂo,x)} Do()da

= 0.

La fonction de variance de Ay contient des parameétres inconnus que nous devons estimer.
Dans la représentation de la fonction de variance nous remplagons chaque terme inconnu

par son estimateur empirique il vient

Var [n%([\o(t) —Ao(t))} /0 % LB, 0SB, 1D, b),
S8, 7) = %/OT Z‘,/(B,x)dNi(x).
u

Théoréme 44
Sous les hypothéses Ry, ..., Rg on a
1) sous Uhypothése Hy : 8 = B,

converge on loi vers .
2) Posons 3 = (3, 35) ou 3, (respf3s, )est un vecteur de dimension ¢x 1 (resp (p—q)x1).

Soit [32(/310) lestimateur du mazimum de vraisemblance partielle de 34 avec 3, fixé a la
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valeur Byy. Alors

{£3) = £ B, BalBo) | }

converge en loi vers Xf).

les résultats de ce chapitre sont la base des tests donnés au chapitre 2.

3.4 Cas particulier

Les hypothéses Ry, ..., Rg sont plus faciles & vérifier dans le cas des données indépen-
dantes et identiquement distribuées ( iid ), out les covariables sont constantes et bornées.
Dans ce cas les fonction s, j = 0,1,2 définies dans R, prennent des formes simples.
Chaque S, j = 0,1,2 est une somme de termes indépendants et puisque les covari-
ables sont bornés alors SU) converge presque stirement vers son espérance. Par exemple

SM(B, 1) converge p.s vers

E{S(l)(ﬁ,t)} = E{Z'i}/i(t)eﬁlzi}
= {zemr i = 1yz))
-~ E{Zz-eﬁlz'il_[(t/ZZ-)}

ol

(t/Z;) = P{X;(t) >t/ Z;}.

On peut montrer aussi que
S©(3,t) converge p.s vers E {e? %11(t/Z;)}
S@)(,t) converge p.s vers F {Zz@QeB/Z""H(t/Zi)} :

Théoréme 45
Supposons que les observations (T,C,Z) et (T;,C;, Zi)iz12,..n dans le modéle de Cox

sont (iid) et T; et C; sont indépendantes condilionnellement & Z;. Supposons aussi que
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les covariables (Z;)1<i<n sonl constantes et bornées. Alors les hypothéses Ry, ..., Rg sont
satisfaites si

1) P{Yi(r) >0} >0
et

2) la matrice (B, T) est définie positive.

Preuve.

Vérifions I’hypothése Ry

0 < PVi(n) >0} =P{T,27.0>1)
= E{P{T;>1,C;>71/Z}}
= FE{P{T,>71/Z;} P{C; > 7/Z;}}
= B{[Som]"" M P{C > /2 ]

donc

P {[SO(T)]EXP{%Zi} > 0} >0
d’ont So(7) > 0 et [ No(z)dz < oc.
Pour montrer 'hypothése Ry notons que V¢ € [0, 7] et V3 € R?

g(ﬁ(/g’ t) ﬁ; () (B,1)

n—

par la loi forte des grands nombres. Nous devons montrer aussi qu’il existe un voisinage
B de 3, tel que

sup |[SY(B,z) — s9(B,2)]] £ 0.

z€[0,7] n—>00

peB
Nous montrons ce dernier résultat pour S et la démonstration est la méme pour S

et S,

1) Supposons que P{C; > t/Z;} est continue en ¢ pour chaque valeur de Z; alors
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1L(t/Z;) = [So(r)]"PV7Y PLC; = t/2}

est aussi continu en ¢ pour chaque valeur de Z;, le théoréme de convergence dominée
implique que

sOB, 1) =FE {eﬁ/ZfH(T/Zz')}

est continu en ¢. Pour chaque ¢ € [0, 7] la loi forte des grands nombres implique

SOB, 1) 225 s0(5,1),

n—oo

et comme S© (8..), n=1,2,.. est une suite de fonctions monotones et bornées qui con-
verge en chaque point vers une fonction monotone et bornée 5()(3,.) donc la convergence

est uniforme sur ¢ € [0, 7].

2) Si P{C; >1t/Z;} est discontinu alors I1(t/Z;) et sO(B,t) = E{e"%11(t/Z;)}
peuvent étre discontinus. Or Z; est borné donc s (B3,t) est bornée, continue a gauche et
non croissante sur [0, 00), donc s(0) (B,.) a au plus un ensemble dénombrable des sauts
sur [0,00) noté J = {t1,t3,...}. Soit Q I'ensemble des nombres rationnels. Une preuve
identique & celle du théoréeme de Glivenko-Cantelli (c.f. Laha) montre que

SOB 1) 25 sOs,1),

N——>00

pour tout ¢ € [0,7] N Q et

%ie’m Wt -y} 25 B{ AP (X, > 1/2) P{X, 2 t/Z;} ]

pour tout ¢t € .JNJ[0,7].
La convergence sur un ensemble dense dans [0.7] et en tout point de discontinuité de

50 sont utilisés pour montrer que la convergence sur [0, 7] est uniforme sur le méme
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ensemble comme dans la preuve de théoréme de Glivenko-Cantelli.
Si B est un voisinage compact de (3, la bornitude de Z; est les résultats ci-dessus im-

pliquent

sup [[SY(5,2) — sV (5,2)|| =
z€[0,7] n—00
peB
Comme les Z; sont bornés donc on n’a pas besoin de vérifier ’hypothése Rs.
La bornitude de Z; et le théoréme de convergence dominée sont suffisants pour montrer
I’hypothése Ry.
1l est clair que s est borné sur B x [0, 7], pour voir que s est borné au dela de 0 sur
B x [0, 7], notons que la compacité de B et la bornitude de Z; impliquent qu’il existe un

constant k tel que |3'Z;| <k , VS € B. Alors pour t € |0, 7]

O = B{mp x> 1z))

< FE{[Som) % P{C > /7))
< Sy FP{C; > 7}
< R [So(r)] "

Finalement nous montrons que la continuité de s(%(3,¢) en 3, est uniforme pour ¢ € [0, 7]
( méme preuve pour s(5,t),s@(3,1)).

Soit {8,,},,> telle que 3, — B, (ie. 8,;, — By pour tout [ =1,2,...,p). Alors

VAN

sup |s©(B,,,1) — s (B, 1)] sup I {‘654"2"' — 6562“" H(t/Zi>}

0<t<r 0<t<r

E{ ePmi —e%z’i‘} — 0

n—:o0

IN

par la bornitude de Z;. =
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Théoréme 46

Sous les conditions de théoréme (45), soit u un temps tel que
V1 <u,P{Yy(t) >0} >0
et (8o, T) est matrice définie positive. Alors
U™ By ) = 03U By, ) = N (0,5(By.w).
ot

X(Boyu) = /Ouv(ﬁ()at)s(o)(ﬁoat)/\o(t)dt-

Preuve.
La normalité asymptotique de U™ (B,, 7) pour 7 < u est évidente d’apreés le téoréme
(45). Supposons que
U™ (Bo,7) 5 U™(Bo,7)

et soit U™®(f3,, u) un processus gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance
Y (3, w). 1l suffit de monter que
1)
U™ (5, 7) % U (B, w).

et

lim limsupP{ sup HU(”)(ﬁO, s) — U(”)(ﬁo,T)H > e} =0.

T/ U p—soo T<s<u

1) U™(By, 7) et U™(f,y,u) sont deux processus gaussiens de moyenne nulle, de plus

(S, 7) converge vers X(f5,,u) quand 7 /" u donc
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UOO(BOa )7_/ (/307 )

2) La preuve est tres difficile et nous la donnons pour p = 1 (sans perte de généralité).

U (8, ) — U™ (B, ) Z JREEEERIDTE

par le corollaire (28) on a Ve, d > 0

sup n- 2
T<s<u

Z/ (Z: — B(Bo.2)} dMi(x)| >

]

< g—i—Pr{Ez/ {Zi—E(ﬁo,s)}zd(Mi,MQ(s)>5}

. { S [ B Vi exp B }
5 1

<

S+3 / B [{Z — E(By. )} Vi (s) exp{BoZ:}] hols)ds

Il suffit de montrer que

ll/r% /TUE [{Z; — E(B,, )Y (s)exp {BoZi}] Mo(s)ds = 0.

Orvs>0:
ZZY s) exp BoZi

Z Yi(s) exp By Z;
i1

est ’espérance de la covariable a risque a l'instant s, comptée par rapport a la loi discréte

E(Bo, s) =

définie par
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Y;(t) exp BoZ;

Z Y;(t) exp By Z;
i=1

hZ;)

Or pour chaque loi de probabilité d’un variable aléatoire Z de moyenne g on a

E(Z —p)? < EZ2,

d’ou . N
Y AZi— E(By, )Y Yils)exp foZi Y Z2Yi(s) exp By Z;
i=1 =1
> Yils) exp BoZs > Yi(s)exp foZi
=1 =1
Donec ’ ,
> {2 — E(By. )} Yils) exp BoZi < Y Z7Yi(s) exp By Zi.
i=1 =1
D’ou

E [{Z;— E(B,, $) 1 Yi(s) exp B0Z;| < E[Z7Y;(s)exp ByZ;] -

11 suffit donc de prouver que

U

li}n E [ZY; (s) exp{BoZi}] Mo(s)ds =0,

i.e. il suffit de prouver que

/0“ EZ2Y; (1) exp{BoZi}]| Mo(s)ds < oo.

Orsi|Z;| <c,ona

/0 "B 22V, () exp (B2} No(s)ds < PE /0 "V (5) exp { Ao i} Mo(s)ds
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/u EZ72Y; (s)exp{BoZi}] Mo(s)ds < EN(u)
0

IA
Q
)

d’oul le résultat. m

1)



Chapitre 4

Autres modéles semi-paramétriques

4.1 Modele de Cox stratifié

Dans cette section nous nous intéressons au modele de régression de Cox stratifié,

défini par les fonctions de hasard
N (tJZ(t) = No(t)exp BoZ (t) L j=1,...,8,

ol f est un parametre de régression, et les {\jo, j =1,...,s} sont s fonctions de hasard
de base inconnues considérées comme des paramétres de nuisance. Ce modeéle généralise
le modele semi-paramitrique de Cox usuel en permettant que différents groupes d’indi-
vidus (les strates) soient gouvernées par des fonctions de hasard de base Ajo, j = 1,...,s
distinctes.

L’inférence statistique dans ce modeéle repose sur la méthode du maximum de vraisem-
blance partielle (MVP), qui fournit un estimateur consistant et asymptotiquement nor-
mal. L’estimation et les tests d’hypothéses se font comme auparavant ot le log de vraisem-

blance partielle est donné par

L(B) = L1(B3) + L2(8) + ... + Ls(B) (4.1)

76



ot L;() est le log de vraisemblance qui utilise seulement les données des sujet dans la
j&me strate. Les dérivées de £(3) donnée par la formule(4.1) sont trouvées en additionnant
les dérivées a travers chaque strate.

reme

La fonction de hasard cumulé pour la j strate peut étre estimée comme décrit dans

la section (2.5).

n; -1 n.
t 7 ¥
~ Al .
Ajo(t) = / > Yi(@)expB Zii(x) ¢ (O dNj(x)), j=1,...,s,
0 i=1 i=1
ot Yj;, Nj; et Z;; sont les processus correspondant au i individu dans le j°™¢ starte.
Une supposition clé dans 'utilisation du modéle de Cox stratifié , est que les co-
variables agissent de la méme facon sur la fonction de hasard de base dans toutes les

strates.

Exemple 47

Nous avons vu dans l'exemple (34) que le traitement n'a pas un effet multiplucatif
sur le taux de hazard de base Ag. Nous considérons donc les deux groupes de traitements
comme deux strates au liew de considérer comme des covariables . Nous obtenons les
resultas suivants

1) Estimation des paramétres

> rarll=z-coxph{Surv(Temps, Ind)~age+stratal(Tr), cancers)
= summary{rarl))

Call:
coxph{formula = Surv(Temps, Ind) = age + strata(Tr), data = cancers)
n= B
coef exp(coef) selcoef) z =]

age 0.137 1.15 0.0474 2.9 0.0038

expl{coeT) expl-coef) lower .95 upper .95
age 1.15 O.872 1.0% 1.286

Alors
3 —=0.137
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2) Estimation des fonctions de survie de base

> summary{survfit{rarln))
Call: survfit.caxph{chject = rarld}

Tr=1
time m.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CIL
59 13 1 0.978 0.0269 0.9264 1
115 12 1 0.950 0.04B1 0.8607 L
156 11 1 a.910 0.0758 0D.7725 1
268 0 1 0.862 0.1030 D.67593 1
38 ] 1 0.736 0.1525 o.4902 1
431 8 1 0.625% 0.1693 0.3671 1
ET 5 1 0.341 0.2225 0.0947 1
Tr=2
time m.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CIL
353 13 1 Q.94 0.03328 0.540 1.000
365 12 1 0,830 0.0812 0.735 1,000
464 9 1 0.791 0.1125 0,599 1.000
475 B 1 0.701 0.1313 0.485 1.000
563 7 1 0.602 0.1460 0.374 0,968
= plet{Surfit{rarld),lty=2:3)
ﬂ_:___________________________._.L
. i
- - |
e - i
“ i
[=1 -1
|
]
1
@ . -
=
g
o
o
“
n_
=
I | | | | |
0 100 200 a0 400 500 600

La courbe du haut donne l’estimation de la fonction de base dans la strate (1).

La courbe du bas donne l’estimation de la fonction de base dans la strate (2).
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4.2 Le modéle de fragilité

Les modeéles de fragilité sont une généralisation du modeéle de Cox.
Quelle est la raison pour laquelle nous devons généraliser le modeéle de Cox ? Les modéles
et méthodes standards supposent que la population est homogene. Or dans certaines
situations, cette hypothése n’est pas réaliste. Les gens sont différents, par exemple, ils
peuvent avoir une prédisposition génétique a certaines maladies. On peut essayer de
modéliser cette hétérogénéité en l'introduisant dans le modeéle, Aussi introduisons nous

dans le modéle une nouvelle covariable, non observée, Zy

At /2, Zy) = Mo(t) exp {BoZo} exp {ﬂ/Z} .
On note
n=exp{BoZo},

ou 77 est une variable aléatoire réelle positive de fonction de répartition F,(n) appelée la
fragilité "frailty". L’estimation est basée sur la fonction de vraisemblance non-paramétrique
(cf Nielsen(1991)).

Murphy (1995) a montré la consistance et la normalité asymptotique de I'estimateur de

maximum de vraisemblance non-paramétrique. La fonction de survie s’écrit donc

S(t/Z,n) = exp{—/ot/\o(s)nexp{,B'Z}}
= exp{-—nexp{f'Z} As(t)}.

Comme 7 n’est pas observée, la survie doit étre moyennée sur 7,

S(t/2) = / " exp {—nexp (82} A(t)} Fy(n)

Exemple 48
Soit le modeéle de Coz

79



S(t/Z) = exp{—exp{F'Z} Mo(t)}

ot Ay est le taux de hasard cumulé de base, alors

S(t/Z) = exp{—cxp {8'Z} Xo(t)}

Le choiz le plus habituel pour la loi F,, de la fragilité est la loi gamma de densité

f(CL, b) -

Alors on a

var(n) = ab®.

On suppose en général que la moyenne de n est égale & 1 et on prend alors comme unique

paramétre de la loi sa variance, notée ¢ ce qui donne
E(n) = ab=1

var(n) = ab® =c

n o~ g(=.0)

C

Le parameétre ¢, qui caractérise la variabilité de la fragilité peut étre supposé connu ou

inconnu. Regardons que devient la fonction de survie dans ce cas.

S(t/Z) — /O e{—'r)e{ﬁ Z}Ao(t)}f"(’f/)d’f}

R SRS VoL 1
— / e{ g { }Ao(t)}—l /)’l%_ e_%drl
0
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1 * {1, {62 7
S(t/Z) = — / P A LI} C
¢ 0

Il
(&)

(2) €3+ e DpG (1))

L+ DN (1))
(2) ¢ (14 e DAy (1)) ™

1
Cc

r
L ()
r

—1

= <1 + ce{B’Z}AO(t)) -

o (14l 4V o)

1
[

(150

oGl 2 ao 1))

On voit donc par ce calcul qu’un modéle de fragilité gamma généralise le modéle de Cozx

de la maniére suivante. Pour la fragilité gamma on a le modéle
S(t/2) = e G Mo

ou

G(u) =log ((1 - cu)%>

alors que pour le modeéle de Cox G est simplement l'identité G(u) = u.

4.3 Le modéle de fragilité corrélé

Ce modele est une généralisation du modele de fragilité. Le taux de hasard sous le

modele de fragilité corrélé d’un individu i est donné par
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Mt /Z:, Q") = X(H)Q" exp {B'Zi(1)}

ou

Zi(t) = (Za (t), Zig (t) ;oo Zip (1))

est le vecteur de covariables, Q' = Qo + Q; tel que

Qo, @1, @2, -, On

sont des variables aléatoires indépendantes de loi gamma de paramétres
(v,m), (v*,n), (v*\n), ..., (v*,n) respectivement, 3 = (5;.5,,...,3,) est le vecteur de
parametre et \o(.) est une fonction de hasard de base. Dans ce cas Q° est une variable

aléatoire de loi gamma de paramétre (v — v*, 7).

4.4 Modéle de Cox avec covariable manquante

Ce modele a été introduit par Dupuy et autres (cf Dupuy (2006)). Le modeéle de
Cox définit la loi d'un instant d’événement 1" conditionnelle a une variable explicative

(covariable) dépendant du temps (Z(t)), ¢t > 0 par la fonction de hasard
A(t /Z(t)) = Xo(t) exp B'Z (1)

ol [ est un parameétre de régression et )¢ une fonction de hasard de base considérée
comme un parameétre de nuisance. Cox a proposé d’estimer 5 au vu d’un échantillon de
données censurées

X = (X:,0,,{Zi(5),0 < s < X;})i<izn

ot X; =T, AC;, T} est le temps de survie du i€ malade et C; est le temps de de censure

du "¢ malade, §; = li1,>c,} est I'indicateur de censure. Si les valeurs
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aux instants d’événement ne sont pas observées, nous modélisons conjointement (X, 0) et
Z(.) pour en déduire une vraisemblance permettant d’estimer 5 et Ay au vu des données

incomplétes.

4.4.1 Construction de la vraisemblance conjointe

Etudions le cas ou Z est un scalaire.
1. Supposons que ’on observe une covariable Z(.) dans l'intervalle de temps [0, 7]. Sup-
posons que Z(.) soit une fonction en escalier de valeur constante Z(t) = Z; sur les
intervalles (¢;_1,¢;], ont ¢; est 'instant d’observation de Z;, (j =1, .... K,ty = 0,tx = 7).

Zy est une valeur initiale mesurée en #y. La valeur Z; n’est pas mesurée si X < ;. Soit
ap =max (k:ty, <t),(t>0)

I'indice de la derniére observation de Z(.) avant f. Le probléme est le suivant. Soit
(X4, 04, Zi())1<i<n, (X,0,Z(.)), (n+ 1) triplets iid. Pour tout ¢ les observations portent
sur vecteur aléatoire

Y, = {Xi, 0, Z’i;Ov ) Zi%“X,,-,} :

L’observation de Z;(.) a 'instant X; est manquante et la loi de X; en dépend. On dit que
Z;(X;) est une valeur manquante.

Le probléme statistique est d’estimer 3 et le taux de hasard cumulé Ay au vu des obser-
vations incomplétes fournies par (Y;),;.,,-

2. Supposons que pour chaque j > 1, le vecteur aléatoire (Zp, ..., Z;) & valeurs dans R/ ™!
admette une densité f (Zy, ..., Z;,a) sur RI"1| paramétrée par o € RP(p > 1). Constru-
isons un modele conjoint pour (X, d, Z(.)) a partir du modele de Cox. Ce modele conjoint

est paramétré par 0 = (3, Ag, ), ou 5 et Ay sont les parametres d’'intéret du modele.
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Nous obtenons la vraisemblance de 6 au vu d’une observation incompléte Y en intégrant
la densité du vecteur complet (Y, Z(X)) sur la valeur inobservée Z(X).

Nous supposons que la distribution de C' ne dépend pas de 6 (censure non informative),
que T et C' sont indépendants conditionnellement & Z(.) et que C' ne dépend pas des

valeurs inobservées de Z(.). On obtient la vraisemblance

/{/\ )} exp {6,BZ / AMx)exp{BZ(z)}dr| X [(Zo, ., Zax,, Z(X),a)dZ(X)

3. Au contraire de la vraisemblance partielle, la vraisemblance (notée L, par la suite)
dépend du parameétre Ay. Pour trouver un maximum de cette vraisemblance, 1’espace
des fonctions Ag(.) est restreint & I'ensemble des fonctions en escalier Ag,(.) positives,
croissantes sur [0,00) , et dont les sauts AAg,(Xx) se produisent aux p(n) (p(n) < n)
instants d’événements non censurés Xi(k =1, ..., p(n)).

L’estimateur de 0 obtenu sera dit estimateur semiparamétrique. Notons

0, = (B,,An(), &) Pestimateur de 6 obtenu en maximisant sur Pespace des paramétres

modifié
(B,AAO,”(Xl),...,AAO,H(X ), Q¢ ) B e R, ANy, (X)) € R,

k=1,2,...p(n),a € R?
la vraisemblance :

p(n)

H/AAgn E‘Xp zﬁZ ZAAO n Xk) exp {/jZ (Xk)}

k=1
Xl{Xk<X}f( 10,...,mei,Z( ),Oz)dZ(X)

L’estimateur @n obtenu on maximisant L,(0) est appelé estimateur de maximum de
vraisemblance non paramétrique (L’EMVNP).
4. Pour maximiser le logarithme de L,,(#) nous utilisons I’algorithme itératif EM. Notons

que pour estimer les parameétres d’intérét 5 et Ag, il est nécessaire d’estimer « qui inter-
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vient dans le calcul des espérances conditionnelles Fjy. Notons que si X; et X, sont deux
variables aléatoires, nous notons Fy [X;/X3] I'espérance conditionnelle de X sachant X,
paramétrée par 6.

La proposition suivante fournit une caractérisation de 6,, (L'EMVNP).

Sous certaines conditions (cf dupuy 2006) on a

Proposition 49
(L’EMVNP) 9n satisfait [’équation suivante,

R tdl,
A, (t) = 7(%0)
0 VV»,L('LL, Qn)
ol \
H,(z) =n"* Z Ailix,<ay
i=1
et

W, (u,0) =n" Z Fp [eﬁz(x)l{zgx}/yi]
i=1
4.4.2 Propriétés asymptotiques des ’EMVNP

Théoréme 50

L’ENPMV 0,, = (3,, An(.), &) est consistant. i.e.

i —al] 25
n—-—auoo
Bn, - B ﬁ) 0
n—m-—:aoo
’ An - AO ‘ Q 0
00 M—00
ou ||.|| est la norme euclidienne et ||.||, est la norme sup sur [0, 7].

Soit V B|0, 7| I'espace des applications & variation bornée de [0, 7] dans R, et

H = {h=(hy,ha,h3) : hy € R? hy € R hs € VB[0.7]} .

85



Nous définissons sur A la norme suivante, si h € H,
12ll g = 11l + [ha| + [lAsll,

ou ||hs]|,, est la valeur absolue de h3(0) plus le total de variation de hs sur lintervalle
0, 7]. Soit
Hy,={h e H |l <p},

ct
Heo = {h € H,||h]l; < oo}

et V B,|0, 7] 'espace des fonctions réelles sur [0, 7| bornées par p et de variation bornée
par p. Soit
B(1) = (6, o,0) = Wi+ hafi+ [ ha(wdo(u).
0
Alors on peut considérer § comme une fonctionnelle sur /1, et I’espace des parametre ©

est un sous ensemble de [*°(H,) I'espace des fonctions réelles bornés sur H,.

Théoréme 51

La suite <\/ﬁ (Bn - /30) /N (AO - AO)> converge en loi dans [°°(H,) vers un pro-

cessus gaussien centré G, de fonction de covariance

T

Cov (G(g), Glg")) = / ga(w)5h, (67 (u)dAolu) +

0360(97)92 + 014, (9" 91(w)

ou

-1 __ -1 -1 -1
0-90 - (Ul,907 0-2,907 01,90)

est l'inverse de ['opérateur continu

0gy = (0-17907 02,00, 03,00)
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de H,, dans H., défini par :

01 eo(h) = |:aa lllf( aX ,Z, (lo)hr1:|
oo9,(h) = Eg, [/ BOZ(“) (Z(u)hg + ha(u)) dl\o(“)}
o300 (h)(u) = whhs + hg(u)] €71, xy]

4.5 Modéele additif

Dans le modele de Cox nous avons supposé que les covariables ont un effet multiplicatif
sur le taux de hasard de base Ag. Dans cette section nous présentons un modeéle alternatif
en supposant que les covariables agissent d’une maniére additive sur le taux de hasard
de base inconnue. Ce modele proposé par Odd Aalen (1989) est connu sous le nom du
modele de hasard additif. Les coefficients de risque inconnus dans ce modéle peuvent

dépendre du temps.

4.5.1 Définition de modéle

Soit (X, d;, Zi)1§igm oun X; =T; ANC; (C; est la variable aléatoire de censure et T;

est la variable d’intérét) et d; est I'indicateur de censure 6; = 1y7,<c,}-

est le vecteur de covariables dont dépend la durée de survie 7;. Le taux de hasard d’un

sujet qui & pour vecteur de covariables Z;(t), sous le modele additif; est

At/ Z,(t )+ Z B,(t (4.2)

ot 3, est la fonction de taux de hasard de base et les 3;, 1 < j < p sont des fonctions

de risque inconnues. I'estimation directe des fonctions 3;, 1 < j < p étant trés difficile
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nous estimons les fonctions de risque cumulé B;, 1 < j < p définies par

Bj(t)—/oyﬁj(x)d:v . 1<j<p

4.5.2 Estimation de B;, 0 <j <p
Nous définissons les processus de comptage
Ni (1) = Lixi<rsi=1),

et
Yi (t) = Lixi>0-

eme

le processus de présence du ¢“™¢ sujet juste avant I'instant ¢ et le processus

N@t) = (Ny (), No (£) ., N,y ()

Soit Y la matrice de dimension n x (p + 1), ot la " ligne de cette matrice est donnée

par

(Y5 (1), Y5 () Zn(t), Y5 (1) Zja(t), ..., Yy (1) Zjp(1)] -

Le processus d’intensité du processus N; (t) sous le modeéle additif est :

A(8) = [(Y5 (1), Y5 (1) Z3n (1), Y5 (1) Zya (), Y (1) Z3p(D)] 5(1) (4.3)

ou

donc



est une martingale de dimensions n x 1. D’ou
AN(t) = dM(t) + Y (t)B(t)dt (4.4)

On peut supposer que la martingale M est un bruit et on pose dA(t) = 0 dans (4.4) on

trouve

Y(#)B(t)dt = dN (#) (4.5)

¢t nous résolvons (4.5) pour obtenir un cstimatcur de B(t fo x)dz. la solution
existe si la matrice Y(¢) est de rang maximal, dans ce cas soit Y‘( ) la matrice inverse

généralisée de Y(t) (i.e. Y7(t) Y(t) = I(p+1)(p+1) Mmatrice unité), I'estimateur de B(t) est

B) - [ Y @aNG)
B(t) = Y 6Y (T)(AN(T)).....AN(T}))', pour t <7

T;<t

ot 7 = max {7 : Y(T;)Y(T}) est une matrice nonsinguliére} et la matrice Y~ (¢) donnée
par

Y (1) = YY) Y.

On pose A(t) = Y'(#)Y(t) d’élément (g, k) donné par
agx(t ZY Zitg v Zje (1), g, k=1,..,p+1 (4.6)

ou Zjo(t) = 1. Pour t < 7 soit R(t) = A7L(t) et R,x(1) I'élément (g, k) de la matrice
R(t). Alors l'estimateur de B,(t) est
P+l

=) 4 ZRW (T)Zje1y(T3), 0< g<p, t <7 (4.7)

T;<t =

89



Exemple 52
Et

Supposons qu’on a un échantillon construit a partir de deux groupes (G et Gs).

supposons que les Z; sont des scalaires tels que Z; = 1 si le malade dans le groupe 1 et

Z; =0 si non. Alors la matrice A(t) est donnée par

ot Y (t) est le nombre des individus & risque & linstant t et Yi(t) est le nombre des

individus du 1°" groupe (G1) a risque a linstant t. D ot

—1

1
=L 1 ., 1
ORI ACIRA0
D’apres la formule (4.7)on a
X 5 5
By(t) = —_ — —
%YQ(TJ) T72§t 2(T5)
j€G1
- Yt
2= o(T)
JEG2
et
. ) 1 1
Bi(t) = — —_ 4 5[_ + = }
TJZQE(T]) TJZQ TN - Ya()
JEGy
_ 0; 0;
LT T 2T
jEG j€Ga

Remarque 53
Huffer et Mckeague (1991) proposent d’utiliser la matrice inverse généralisée des
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moindres carrés donnée par
YO () = [Y(OW Y] Y (W ()

ot W (t) est une matrice diagonale de dimensions nxn avec l’élément (j, j) proportionnel

avec inverse de la variance de dM;(t).

4.6 Le modéle de Cox-Aalen

Ce modeéle est proposé par Scheike et Zhang en 2002. Le processus d’intensité sous le

modele de Cox-Aalen est donné par

Ai(t) = Yi()@i(t)a(t) exp {5'Zi(t)}

ou

Qi(t) = (Qil(t)a Qﬂ(t)a sy Qip(t))/>

et
Zi(f) = (Zi (f) ) Zi? (f) FIRERS) Ziq (t))l>

sont deux vecteurs de covariables et

est le vecteur de fonctions de risque qu’on doit estimer.C’est-a-dire que quelques covari-
ables ont un effet additif et les autres ont un effet multiplicatif.
Si /3 est connu nous utilisons 'estimateur de Huffer et Mckeague (1991) de fonction de

risque cumulé B(t) = fg a(x)dx en résolvant 1'équation

V(L B)W (1) {dN (1) — Y'(t, B)dA(L)} = 0,
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ot N(t) est un processus de comptage multivarié et Y(#, 3) est donné par

Y(1,4) = (Vi) exp {3 Zi()} Qul0), o Yalt) exp {F Z,(1)} Qult))'

et Y~ (¢, 3) est la matrice inverse généralisée de Y(t, 3) tel que

Yo (t,8) = [Y'(8, )W (Y (5, 8)] Y2, B)W (1),

ou

W(t) = diag [wy(t, B), ..., wn(t, B)]

est une matrice diagonale telle que

Yi(t) exp {—3'Z(t)}

out h;(t) est une fonction connue ne dépendant pas de (3, un choix simple de la fonction

hi(t) est hi(t) = 1 pour tout . L'estimateur de B est donné par

Bt.o) - [ Y (s, )N (s).
Nous résolvons 1’équation
UE) = [ [26) = 26V AY (8] dN(s) =0
pour obtenir un estimateur B de 5. Ou

Z = (Zh Z27 s Zn)/
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