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تعاريف   
  
   : تعريف  -1  

v , urالجداء السلمي لشعاعين  r
  :  حيث p  هو العدد الحقيقي 

ur و vإذا كان  • r
p = u:   غير معدومين فإن v  (u , v)cos× ×

r r r r
 

u = 0:  إذا كان  •
r r

v = 0 أو 
r r

  .p = 0:       فإن 

u . vو نرمز للجداء السلمي بالرمز 
r r

   

u . v =  u:           إذن v  (u , v)cos× ×
r r r r r r

 

 . لشعاعين هو عدد حقيقي وليس شعاعا   إذن الجداء السلمي •

⊥u  v:  إذا كان  •
r r

):    فإن  u ) π
π ∈ , v  =  + 2k   ;  k

2

r r
¢   

u , v)    وعليه    = 0cos )
r r

u . v = 0:   ومنه  
r r r

   

u . v = 0:     وإذا كان 
r r

≠u  0ان    وك
r r

≠v  0  و  
r r

  :   فإن 

   (u , v  = 0cos )
r r

:    ومنه 
π

π ∈(u , v) =  + 2k  ; k
2

r r
¢  

⊥u  v:    إذن 
r r

.   

•  u . u =  u u  (u , u)cos× ×
r r r r r r

 

     
2 2

u . u = u  0 = u  1cos× ×
r r r r

:    ومنه 
2

u . u = u
r r r

   

  .   و يسمى المربع السلمي
  u , v , w :  مثال

r r ur
  : ثلاث أشعة حيث 

   ( )u , v  =  + 2k    ;  w  = 2  ;   v  = 2   ;  u  = 4
4
π

π
r r ur r r

  

      ( )u , w  =  + 2k    ;  k
2
π

π ∈
r ur

¢  

:      احسب الجداءات السلامية الآتية - 
2

u   ;   u . w    ;    u . v
r r ur r r

  



 

        

   : حـل

u . v = u:      لدينا *  v   (u , v) = 4  2  
4

cos cos π
× ×

r r r r r r
  

2u . v = 4  2:       و منه   4
2

× =
r r

  

u . w = u:   لدينا *  w   (u , w) = 4  2 
2

cos cos π× ×
r ur r ur r ur

  

×u . w = 4  2  0 = 0:       و منه  ×
r ur

  

:   لدينا * 
22 2u  = u  (4)  16= =

r r
  

   : عبارة أخرى للجداء السلمي  -2  
A: ثلاث نقط من المستوي حيث A , B , Cإذا كانت  B≠ وكانت  H المسقط العمودي 
   (AB) على Cللنقطة 

AB . AC = AB . AH: فإن 
uuur uuur uuur uuur

   

AHفإذا كان  AB و 
uuur uuur

  :  من نفس الاتجاه فإن 

                             AB . AC = AB . AH 
uuur uuur

  
AH كان وإذا AB و 

uuur uuur
  :  مختلفين في الاتجاه فإن 

                             AB . AC = -AB . AH 
uuur uuur

  
   : مثال

ABCD مستطيل .  
AB:   احسب الجداء السلمي - . AC

uuur uuur
  AB = 4  :   علما أن

   : حـل
4:     لدينا   4= × AB . AC = AB . AB

uuur uuur
  

AB . AC = 16:    و منه 
uuur uuur

 

   :خواص  -3  

 w , v , u
ur r r

  . عدد حقيقيλ.  أشعة في المستوي 

1 (u . v = v . u
r r r r

   

2 (u ) u )λ λ(   . v =  . (  . v
r r r r

  

A

B
C

H

A B

CD



 

        

3 (u . (  v   =  (  . v) u )λ λ
r r r r

 

4 (( )u . v + w  = u . v + u . w
r r ur r r r ur

   

5 (( )2 2 2
 + v  =  + 2  . v + vu u u

r r r r r r
  

6 (( )u u u v v
2 2

 - v  =  - 2  .  . 
r r r r r r

  

7 (( ) ( )u u u v
2 2

+ v   - v  = - 
r r r r r r

  

8 (u u+ +
2 2 2

 + v  = u  v  2 .  . v
r r r r r r

  

9 (u u+ −
2 2 2

 - v  = u  v  2 .  . v
r r r r r r

  

10                  (uλ λ=  . u
r r

  

   :مثال

 v  , u
r r

):  شعاعان حيث  )u vπ
π , v  =  + 2k   ;   = 2  , u  = 4

4

r r r r
   

  . عدد حقيقي λليكن 

):        احسب ما يلي - ) ( )u . uλ λ
2

 + v v   ;    + v
r r r r r

   

                            ( ) u
2

u - 3v     ;      + v
r r r r

   

          :                                   حـل

):                                لدينا  )u .λ = λ
2

 + v v  u . v + v
r r r r r r

  

             cos )= λ ×
2

  . u   v   (u , v  + v
r r r r r

  

              cos )π
= λ × × × 2   4  2    + ( 2

4
  

                               = λ ×
2 4 2   + 2

2
  



 

        

                                         .   = λ4 + 2  

)            : لدينا  )uλ = λ λ
2 2 22 + v  u  + 2 u . v + v

r r r r r r
  

                        ( ) )= λ + λ2 2 2 4  2 (4 ) + ( 2  
  .                                  = λ + λ2 16 8 + 2  

):                           لدينا  u ) .=
2 22 - 3v  u  - 6u  v + 9 v

r r r r r r
  

                              )= 2 2 (4) - 6 . 4 + 9 ( 2  
  .                             = = 16 - 24 + 18 :                      لدينا                 10 

 u = + +
2 2 2

 + v  u  v  2u . v
r r r r r r

  

                              )= + + ×2 2 (4)  ( 2  2  4  
   .                                    = + + =16 2 8 26  

   : العبارات التحليلية للجداء السلمي  -4  

: إذا كان 
x x

u , v
y y

′   
   ′   

       
r r

u . v = x x:      فإن   + y y′ ′
r r

  

u يكون  •
r

v عموديا على
r

x x:   إذا وفقط إذا كان   + y y  = 0′ ′ 

•    2 2u  = x  + y
r

 

cos:    لدينا  • ) u . v (u , v  = 
u  . v

r rr r
r r 

:             وعليه 
2 2 2 2

x x  + y ycos ( u , v ) = 
x  + y  . x  + y

′ ′

′ ′

r r
 

M2 إذا كانت  • 1, M نقطتان حيث  : 

        2 2 2 1 1 1M  (x  ; y ) , M  (x  ; y )  

     2 2
1 2 2 1 2 1M  M  = (x  - x )  + (y  - y )  

   :مثال



 

        

 A , B , C ثلاث نقط في المستوي المزود بمعلم متعامد ومتجانس ( O ) ; i , j
r r

  : حيث 
    .   A (2 ; -1)    ,   B (-3 ; 4)    ,     C (-2 ; -1)          
AB . ACاحسب ) 1

uuur uuur
.    

ABاحسب  ) 2   ,  AC
uuur uuur

.    

cos(AB , AC)احسب ) 3
uuur uuur

.   
   .C وBاحسب المسافة بين ) 4

   :حـل

:    لدينا )  1
-5 -4

AB     ;   AC 
5 0
   
   
   

uuur uuur
  :     و منه 

AB . AC = (-5) (-4) + 5 (0) = 20
uuur uuur

  

2                        (2 2AB  = (-5)  (5)  = 50 = 5 2+
uuur

  
2 2AC  = (-4)  0  = 16 = 4+

uuur
  

cos(AB , AC)حساب ) 3
uuur uuur

:   

:             لدينا 
AB . AC (AB , AC)  

AB AC
cos =

×

uuur uuuruuur uuur
uuur uuur   

:         ومنه 
20 1(AB , AC) =  = 

5 2  4 2
cos

×

uuur uuur
  

:                        وعليه 
2(AB , AC) = 

2
cos

uuur uuur
  

   : C وBحساب المسافة بين ) 4

    2 2BC =      C B C B( x - x ) ( y - y )+  

                                      2 2 = (-2 + 3)  + (-1 - 4)  

                                               = 1 + 25 = 26  
   :معادلة مستقيم علم شعاع ناظمي له ونقطة منه  -5  



 

        

)ليكن  u مستقيم ∆(
α 
 β 

 
r

)ع ناظمي للمستقيم   شعا   . أي يعامده ∆(

0 0A (   )x ; y نقطة من (  نقطة Mتكون .  نقطة كيفية من المستوي M (x ; y)لتكن . ∆(

)من  ⊥AM  u إذا وفقط إذا كان ∆(
uuuur r

   

0: ا و لدين

0

 
   ;  AM 

 
x - x

u
y - y

α   
  β   

r uuuur
   

0: ومنه  0 (x - x ) +  (y - y ) = 0α β   

)إذن معادلة  0:      هي ∆( 0x + y + (- x  - y ) = 0α β α β   
x +  x +  = 0α:  وهي من الشكل  β δ   

u: حيث 
α 
 β 

 
r

)الشعاع النظامي للمستقيم   هو  )∆  

   : المسافة بين نقطة و مستقيم  -6  
( x +  y +  = 0α:  مستقيم معادلته ∆( β δ  

0لتكن  0M  (x  ; y    0Mتعطى المسافة بين .   نقطة من المستوي 0(

)و  0:              بالعبارة ∆(
2

x  +  y  +  

 +  

α β δ

α β
0

2
  

   :تطبيق

)عين معادلة المستقيم  M0 الذي يشمل النقطة ∆(  و شعاع (3 ; 2) 
1

u 
4
− 

 
 

r
  ناظمي 

  .له 
) احسب المسافة بين -     .H (4 ; 2)و النقطة  ∆(

  : حل

) معادلة - −x + 4y +  = 0:  من الشكل ∆( δ 0 وبما أنM   نقطة   

)   من  2-:  فإن∆( + 4(3) +  = 0δ 10- =:     ومنهδ   



 

        

)   إذن معادلة     x + 4y – 10 = 0-:  هي ∆(

) و H المسافة بين -   :  هي ∆(

     
2 2

-4 + 4 (2) - 10 -6 6 6 17 =  =  = 
1717 171  + (4)( )−

  

   : معادلة الدائرة -7  

(O ; i , j)المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 
r r

   
  : معادلة دائرة عُلم مركزها و نصف قطرها  •

(C) 0 دائرة مركزها 0ω(  ; )x y و نصف قطرها α 0 حيثα >.   
M(  ; )x y نقطة من المستوى ؛ تكون M من الدائرة (C) إذا وفقط إذا كان    :

 M = ω α 2:   أي 2ωM  = α  

2:  إذن  2 2
0 0( x - x )  + (y - y )  = α وهي معادلة الدائرة   (C).   

  : وبنشر هذه العبارة نجد 
2 2 2

0 0 0x  + y  - 2x  x - 2y  y + x  -  = 0α2  

2:     وهي من الشكل  02x  + y  +  x +  y +  = α β δ  
   : مثال

ω(1اكتب معادلة الدائرة ذات المركز   r = 5  ونصف القطر (3- ;

   : حـل

2:   معادلة الدائرة هي  2( x - 1)  + (y + 3)  = 25  

2x: أي   + y  - 2x + 6y - 15 = 02  

   : معادلة دائرة عُلم قطرها •
(C) دائرة قطرها [ ]AB 1 حيث 1 0 0B (x  ; y )  ,  A (x  ; y )  

:  إذا وفقط إذا كان (C) من Mتكون النقطة .  نقطة من المستوي  M (x , y)لتكن 
. 0MA MB =

uuur uuur
  

01لكن 

1 0

x  - xx  - x
MB    ,    MA 

y  - y y  - y
  
  

   

uuur uuur
  



 

        

1:     وعليه  0 1( x  - x) (x  - x) + (y  - y) + (y  - y) = 00   

0: إذن 0 1
2 2

1 0 1 0 1x  x  - x  x - x  x + x + y  y  - y  y + y  y + y  = 0  
  : هي (C)ومنه معادلة 

2
0 1 0 1 0 1 0 1x  + y  - (x  + x ) x - (y  + y ) y + x  x  + y  y  = 02   

   : مثال
] ذات القطر (C)اكتب معادلة الدائرة  ]AB حيث :  

B (4 ; 2)         A (-1 ; 4)   ; 
   : حـل

M (x ; y) نقطة من الدائرة (C) أي      :MA . MB = 0
uuuur uuur

  

1  4: لدينا   
MB     ;     MA 

2  4  
- x - - x
- y - y

   
   
   

uuur uuuur
   

  0 = (4 – y) + (2 – y) + (1 – x-) (x – 4):     ومنه 

4:     أي  2 2-  - 4x + x + x  + 8 - 2y + 4y + 4y + y  = 0   

2x:      هي (C)إذن معادلة   + y  - 3x + 2y + 4 = 02   

  : حيث y;  x(M(مجموعة النقط  •

 2 2 + y  +   +  +  = 0x x yα β δ  

:       وعليه 
2 22

x  +  -  + x  +  -  +  = 0
2 2 4
α α β β    δ   

   

2

4
  

:               إذن 
2 2 2 2 +  - 4x  + + x  +  = 

2 2 4
α β α β δ   

   
   

  

αبوضع   β δ λ2 2 +  - 4   : نجد  = 
 . مجموعة النقط خالية 0λ > :  لما  •

 مجموعة النقط هي النقطة 0λ = :  لما  •
- -  ; 
2 2
α β ω  

 
.  

 لدائرة ذات المركز  مجموعة النقط هي ا : 0λ < :  لما  •



 

        

                    
- - ; 
2 2
α β ω 

 
:  ونصف القطر 

2
λ

.  

   : أمثلة
  :  في كل حالة مما يلي M (x ; y)عين مجموعة النقط 

1   (2 2 x  y  - 4x + 3y + 4 = 0+  

2   (2 2 52x  + 2y  2x - 4y +  = 0
2

+  

3   (2 2x  y  8x + 4y + 40 = 0+ +  
   :حـل

2:   لدينا ) 1 2x  y  - 4x + 3y + 4 = 0+  
2:    و منه  2x - 4x  + y  + 3y + 4 = 0  

2:     أي  2 3 3x - 2)  (2)  y +   4 = 0
2 2

2 2

(    − + − +   
   

  

2:      أي  3 9x - 2)  y +  4 +  - 4
2 4

2

(  + = 
 

  

2:      إذن  3 9x - 2)  y +  
2 4

2

(  + = 
 

  

 هي دائرة مركزها Mوعليه مجموعة النقط 
-32  
2

; ω 
 

   و نصف 

Rقطرها   3 = 
2

.   

2:   لدينا ) 2 2 52x + 2 y  + 2x - 4y +  = 0
2

  

2:      و منه  2 2 5x  y  x - 2y +  = 0
4

 + + 
 

  



 

        

2:       إذن  2 5x  y  + x - 2y +  = 0
4

+  

2:      و منه  5x  x + y  - 2y +  = 0
4

2 +     

):    و بالتالي  )
2

2 1
21 1 5x +  -  y - 1 -   = 0

2 2 4
    + +   
   

  

):      أي  )
21 1 5x +  y - 1  -  - 1   = 0

2 4 4
  + + 
 

2
  

):      أي  )
21x +  y - 1  = 0

2
2  + 

 
  

 هي النقطة Mإذن مجموعة النقط 
-1  ; 1
2

 ω 
 

.   

2:    لدينا ) 3 2x  y  8x + 4y + 40 = 0+ +  
2:                             و منه  2x  8x + y  4y + 40 = 0+ +  

 2 2 2 2x + 4)  (4)  (y + 2)  (2)  40 = 0( − + − +  
2 2x + 4)  16  (y + 2)  4  40 = 0( − + − +  
2 2x + 4)  (y + 2)  = -20( +  

  .إذن مجموعة النقط خالية 

   :العلاقات المترية في المثلث  -8  
 ABC مثلث كيفي  .I منتصف [ ]BC لدينا العلاقات التالية  : 

1 (µ2 2 2BC  = AB  + AC  - 2AB . AC .  Acos   

µ2:        وكذلك  2 2AB  = CA  + CB  - 2CA . CB .  Ccos  
  ) وهي نظرية  الكاتي    (

2  (AB2 2 2 2 + AC  = 2AI  + 2IB  



 

        

3  (µ µ µ
BC AC AB =  =  = 2R

A sinB sinCsin
   

   .ABC نصف قطر الدائرة المحيطة بالمثلث R    حيث 

4 (AB 2 2. AC = AI  - IB
uuur uuur

   
  : حيث S هي ABCمساحة المثلث ) 5

   µ1=  AB . AC . A
2

S sin   أو   µ1 =  BA . BC . B
2

S sin  

µ1=  CA . CB . C    أو      
2

S sin  

µ µ µ
BC AC AB AB . AC . BC =  =  = 

2A B C Ssin sin sin
  

   : مثال
ABC مثلث  .I منتصف [ ]BC حيث  : 

BC = 6 ;  AC = 4 ;  AB = 3)   وحدة الطول هيcm (  

   .µAcosاحسب ) 1
   .AIاحسب ) 2
   ABC نصف قطر الدائرة المحيطة بالمثلث Rاحسب ) 3

ABاحسب ) 4 . AC
uuur uuur

   
   ABCاحسب مساحة المثلث ) 5
  

   : حـل

  :µAcosحساب ) 1

µ2:   لدينا  2 2 AB  AC  2AB . AC .  ABC cos= + −  

µ2:        ومنه  2 26  (3)  (4)  2 . 3 . 4  A( ) cos= + −   

µ36:   ومنه  = 25 - 24  Acos أي        :µ11 = -24 cos  A  

µ:     و بالتالي  -11A = 
24

cos.   



 

        

   : AIحساب ) 2
AB:     لدينا  + = +2 2 2 2 AC  2AI   :     و منه (3)2 + 

( ) + = +2 2 2 23  (4)  2AI 2AI = 225:        أي (3) 2   18+  

AI:     ومنه  =22 AI:          وعليه 7  =2 7
2

      

AI:  ومنه  = 7 
2

AI:   إذن  = 14 
2

.   

   : Rحساب ) 3

µ:     لدينا 
BC  = 2R

Asin
µ:        ومنه 

6  = 2R
Asin

  

µ:   لكن  -11A = 
24

cos       و      µ µ2 2A + A = 1cos sin  

µ:      وعليه  µ2 2A = 1- Asin cos و بالتالي      :  

µ
2

2 -11A = 1 - 
24

sin  
 
 

µ2   أي      
2

455A = 
(24)

sin  

µ:  إذن  455A = 
24

sin ومنه     :×
246   = 2R
455

      

R:     وعليه  72 = 
455

R:        إذن  72 455 = 
455

.    

ABحساب ) 4 . AC
uuur uuur

                                                             :  
AB:       لدينا  −2 2. AC = AI  IB

uuur uuur
  

:                        نه   وم
2 214 3 . AC   

2 2
AB

   = −   
  

uuur uuur
  

                                     
14 9 5  -   
4 4 4

= =  



 

        

AB:    إذن  5. AC = 
4

uuur uuur
  

   : ABCمساحة المثلث ) 5

µ1 =  AB . AC .  A
2

S sin  

S × × ×
1 455 =   3  4  
2 24

  

S:      و منه  2455=  cm
4

.    

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 

        

  
تمـاريـن و مشكلات 
  

i( O ;  , j)في كل مما يلي المستوي منسوب إلى معلم متعامد متجانس 
r r

   
 .  1التمرين  

xعدد حقيقي   

u , v
r r

:   شعاعان حيث 
1  + 3

      ;     u 
 + 1  + 1

x
v

x x
−   

   
   

ur r
   

uأحسب  )1 . v
r r

  
و u بحيث يكون xعين  )2 v

r r
  متعامدين 

vاحسب   )3 ; u
r r

.  

vu = بحيث xعين  )4
r r

  

3x نفرض  )5 ) عين قيمة مقربة لـ = )u , v
r r

 

 .  2التمرين  

u , vنعتبر الشعاعان 
r r

  :   حيث 

v 6 1 5 = 3i +  j     ;    u =  i -  j
5 2 4

r r r r r r
  

vاحسب  ) 1 ; u
r r

.    

u , vحسب ا) 2
r r

   ماذا تستنتج ؟ 
  
  
 .  3التمرين  

  : نعتبر النقط 
A(2 ; 2 )   ,  B( 5 ; -2 )   ,  C(7 ; -1 )   ,   D(4 ; 3 )  

   . AD , BC , AC , AB: احسب كل من) 1



 

        

   ؟ABCDما هي طبيعة الرباعي ) 2
 .  4التمرين  

: يعطى الشعاعان 
1 3

 u     ,    
2 4

v   
   
   

r r
 بحيث يكون الشعاعان λ  عين العدد الحقيقي 

 :( ) ( )λ λu + v u - v   و  
r r r r

  . متعامدين 

 .  5التمرين  

:  يعطى الشعاعان 
-1

u    ,      
2

v
  α 
   β  

r r
β ,  حيث   α عين .  عددان حقيقيان

 , β α في كل حالة مما يلي  :  

1 (  u // v     و    v  = 1
r r r

.  

2  ( = 2v
r

u   و     ⊥  v
r r

.   

3  ( . v = 3    و     v  = 12u
r r r

   

 .  6التمرين  

(v , u)احسب 
r r

  :  في كل حالة مما يلي 
- 3

4
5

4

2 -5 0
   (4   ;  u   (3    ;    u  (2   ;   u  (1

0 3-2 3
u
       
              

r r r r

  
 .  7التمرين  

    C (-1 ; 2) ;  B (3 ; -4): نعتبر النقطتان 
BM:   من المستوي بحيث Mعين مجموعة النقط   . BC = 0

uuuur uuur
 ثم أنشئها و أنشئ المستقيم 

(BC) ماذا تلاحظ ؟   
 .  8التمرين  

      B (-2 ; -3) ,   A (1 ; -4)نعتبر النقطتان
  :  من المستوي حيث Mعين مجموعة النقط 



 

        

                 AM  . AB = -4
uuuur uuur

  ثم أنشئها

 .  9التمرين  

ABCمثلث   
AC . BCاحسب 

uuur uuur
  :  إذا علمت أن 

 AB = 4  ;  AC = 5   ;   BC = 10  
 .  10التمرين  

v , u
r r

  :  شعاعان حيث 

v  = 5   ;   u  = 1   ;    v . u = 5
r r r r

  

):   احسب ما يلي  ) ( ) + v   - v     ;    3u.(-v)u u
r r r r r r

  

( ) ( )u u u + v   ;   + 2v   - 3v
r r r r r r

  

 .  11التمرين  

v , u
r r

  :  شعاعان حيث 

v u   و   5 =   = 2
r r

uα ,  . v = 12    و     
r r

    عدد حقيقي

u بحيث يكون الشعاعان α عين -1 - v
r r

u و  α + v
r r

    متعامدان 

u:  بحيث يكون α عين – 2 α + v  = 5
r r

  

 .  12التمرين  

v , u
r r

u:  شعاعان من المستوي حيث  = v
r r

   

u + v: أثبت أن 
r r

u - v عمودي على 
r r

  
 .  13التمرين  

v , u
r r

  :  شعاعان من المستوي حيث 

u . v = 4   و   u  = 2
r r r

  

 A , B , D ثلاث نقط حيث   :AC = v   و    AB = u
uuur r uuur r

  

u أثبت أن -1
r

v - u و 
r r

   .ABC متعامدين ثم استنتج نوع المثلث 



 

        

):  إذا علمت أن Cأنشئ _ 2 )v , u  =  + 2k  ;  k
3
π

π ∈
r r

¢   

  .BC , AC     مع حساب 
 .  14التمرين  

ABCD شبه منحرف حيث :  
   ,    DC = 5 AD = 2     

    AB = 4 كما في الشكل .  
  : احسب ما يلي 

AD . BC   ,    CA . CB    ,    DC . DB    ,   AB . BC
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

   
 .  15ينالتمر  

ABC مثلث   
  :  من المستوي فإن Mبرهن أنه من أجل كل نقطة ) 1

   MA . BC + MB . CA + MC . AB = 0
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

  
  .برهن أن الارتفاعات الثلاثة في المثلث تتقاطع في نقطة واحدة) 2
 .  16التمرين  

v , u
r r

)لراديان للزاوية  قيس باα.  شعاعان غير معدومين  )u , v
r r

:  حيث 

< α < π0   
  :  في كل من الحالات الآتية αأحسب 

1 ( . v = -3 3    ;    v  = 3    ;     u  = 2u
r r r r

   

2 (u . v = +3 3    ;    v  = 3    ;     u  = 6
r r r r

  

3 (u . v = 10    ;    v  = 4    ;     u  = 5
r r r r

  

 .  17التمرين  

v , u
r r

  :  شعاعان حيث 

( )u , v  =  + 2k    ; k   ;   v  = 2   ;    u  = 3
2
π

π ∈
r r r r

¢   

yx ,وليكن الشعاعان 
ur r

y = u + v   : حيث 
r r r

 ;   x  = 2u - 3v
ur r r

   

A B

CHD



 

        

x , v , uy ,أنشئ كل من ) 1
r ur r r

  

2 (h حسبu . v
r r

   ثم
2

y
r

 ثم 
2

x
r

     

yاستنتج  ) 3   ,  x
r r

   

 .  18التمرين  

ABCD مستطيل حيث  :AB = 4  و  BC = 8   

 M  منتصف  [ ]CD ؛ K مرجح الجملة (D , 1)   ,   (A , 3).   
Iطة  المسقط العمودي للنقK على (BM).   
  .أنشئ الشكل ) 1

BAاحسب ) 2 . BK   ;    BC . BM
uuur uuur uuur uuur

.   

BKاحسب ) 3 . BM
uuur uuur

   

) ثم قيم مقربة لـ  BIاستنتج ) 4 )BM , BK
uuuur uuur

   

 .  19التمرين  

ABCD مستطيل مركزه O برهن أنه من أجل كل نقطة M من المستوي فإن          :

MA2 2 2 2+ MC  = MB  + MD   
 .  20التمرين  

ABC مثلث .  

  :  علما أن ; µC  BC ; AC:  احسب كل من 
µ µAB = 16   ,   A = 68   ,   B = 25o o   

0تعطى المسافات بتقريب   0  و الزوايا بتقريب  ,01 1,.  

  . 21التمرين  

ABC مثلث .  

  :  علما أن µC و µB  و BCاحسب كل من 
µ oA = 100    ,   AC = 30    ,    AB = 20   

 .  مساحة المثلث Sثم استنتج 

 .  22التمرين  



 

        

ABC مثلث كيفي .  
: بين أن ) 1

µ µ µ µ µ µ2 2 2A = B +  C - 2 B .  C .  Asin sin sin sin sin cos   
  :  إذا وفقط إذا كان Aئما في  يكون قاABCبين أن المثلث ) 2

µ µ µ2 2 2A = sin B + sin Csin   
  :  يكون قائما إذا وفقط إذا كان ABCبين أن المثلث ) 3

µ µ µ2 2 2A + sin B + sin C = 2sin  
 .  23التمرين ) *(

Aو B نقطتان حيث  :AB = 6   

)عين و أنشئ ) 1 AB . AM = 18 : من المستوي بحيث M مجموعة النقط ∆1(
uuur uuuur

   

)عين و أنشئ ) 2 AB . AM = -12:  من المستوي بحيث M مجموعة النقط ∆2(
uuur uuuur

   

)عين و أنشئ ) 3 )1π مجموعة النقط من المستوي بحيث  :AB . AM  30≥
uuur uuuur

   
 .  24التمرين ) *(

[ ]AB قطعة مستقيمة حيث  :AB = 4   

MA2:  من المستوي بحيث Mعين مجموعة النقط ) 1 2- MB  = 12   

2:  من المستوي بحيث Mعين مجموعة النقط ) 2 2 + MB  = 40MA  
MA:  من المستوي بحيث Mعين مجموعة النقط ) 3 λ - MB = 

uuur uuur
  

 .  25التمرين ) *(

ABC مثلث كيفي نضع  :BC = a   ,   AC = b     ,    AB = c    

µ: بين أن ) 1 (a + b +c) (b + c - a)1 + cosA = 
2bc

  

               µ (a + c -b) (a + b - c)1 - cosA = 
2bc

  

  ) محيط المثلث2p ( a + b + c = 2p:  نضع ) 2

µ2:  أن ) 1(استنتج من 
2 2

4p (p - a) (p - b) (p - c)A = 
c

sin
b

   

  :   بين أن ABC مساحة المثلث Sلتكن ) 3



 

        

S)            عبارة هيرون(  = p (p - a) (p - b) (p - c)  
  :  حيث ABCاحسب مساحة المثلث ) 4

BC = 10    ;     AC = 15     ;     AB = 9)       الوحدة هيcm(  
 .  26التمرين  

) نعتبر المستقيم -     3x + 3y – 5 = 0 : الذي معادلته ∆(

) اكتب معادلة المستقيم-1 ) ويعامدA (-1 ; 2) الذي يشمل ∆1( )∆.   

) عين نقطة تقاطع -2 ) و ∆(    .B ولتكن ∆1(

] اكتب معادلة الدائرة ذات القطر -3 ]AO.   
 .  27التمرين  

  C (1 ; 2)   ,   B (1 ; -4)    ,    A (-2 ; 2)نعتبر النقط 
  .ABC عين مركز ثقل المثلث -1
   .ABC عين معادلات المتوسطات الثلاثة للمثلث -2
  ماذا تلاحظ؟.  عين نقطة تقاطع المتوسطات الثلاثة -3
 .  28التمرين  

   C (0 ; 3)    ,    B (-4 ; 0)    ,     A (1 ; 2):   نعتبر النقط 
   .ABC اكتب معادلات أعمدة المثلث -1
  . عين نقطة  تقاطع الأعمدة -2
  .ABC عين مركز و نصف قطر الدائرة المحيطة بالمثلث -3
 .  29التمرين  

)اكتب معادلة الدائرة ) 1 )Γ1  (3- ; 1) ذات المركز ω و تشمل   
   .A (5 ; 2)     النقطة 

]اكتب معدلة الدائرة ذات القطر ) 2 ]Aω.  

   B (1 ; -2):  حيث ABωاكتب معادلة الدائرة المحيطية بالمثلث  ) 3
) وتقبل المستقيم ωاكتب معدلة الدائرة ذات المركز ) 4    الذي  ∆(

 . مماسا لها x – y + 2 = 0  :     معادلته

 .  30التمرين  

  : يلي   من المستوي في كل حالة مماM (x ; y)عين مجموعة النقط 



 

        

1 (2 2 x  + y  - 2x + 4y - 11 = 0.   

2   (2 2 2x  + 2y  - 4x + 8y + 10 = 0.  

3   (2 2- x  - y  + 6x + 10y - 60 = 0.   

4   (2 2 2 y  + x  - 4xy + 5y  = 0.   
 .  31التمرين  

 : حيث  M (x ; y) مجموعة النقطmناقش حسب قيم الوسيط الحقيقي 
2 2 +  - 2m  - 2 (1 + m)  + 6m + 1 = 0x y x y  

 .  32التمرين  

)لتكن  )mCة النقط  مجموعM (x ; y) حيث  :  

2 2 5 + y  - 2 (1 - m)  + (1 + 6m)  + 5m -  = 0
4

x x y   

M وسيط حقيقي .  
)أثبت أن ) 1 )mCدائرة .  

)أنشئ في نفس المعلم ) 2 ) ( )C1 0, C   

) مركز الدائرة mωلتكن ) 3 )mC . ة النقط ما هي مجموعmω عندما   
   .¡ في m   يتغير 

)أثبت أن ) 4 )mC تشمل نقطتان ثابتتان B , Aيطلب تعيينهما .  
 .  33التمرين  

x2 التي معادلتها  (C)أدرس وضعية الدائرة   + y + m = 0م  والمستقي( )m∆ الذي 
  .  وسيط حقيقيm  ,   x – y + m = 0: معادلته 

 .  34التمرين  

)عين المجموعة ) 1 )2 2
1 + y  + 2  -  = 5 : x x y C   

)أكتب معادلة الدائرة)2 )C2(3 ; 4)2ذات المركزω 5 ونصف قطرها.  

)أنشئ ) 3 ) ( )C2 و 1 C معينا نقطتي تقاطعهما Fو H حسابيا .  

) لكل من Fاكتب معادلة المماس عند ) 4 ) ( )C2 و 1 C  و بين أنهما   



 

        

  .H    متعامدان ؛ نفس السؤال عند 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 

        

الحـلــــــول 

  
  .  1التمرين  

u . vحساب ) 1
r r

                         : 

u . v = -1 (x + 3) + (x + 1) (x + 1)
r r

  
2 . v = -  - 3 +  + 2  + 1u x x x

r r
   

2. v =  +  - 2u x x
r r

  
v بحيث يكون xتعيين ) 2 و  u

r r
u . v = 0:    متعامدين 

r r
  

x:   وعليه   + x - 2 = 02   
2 = (1)   ∆9 =:                      وعليه ∆(2-) (1) 4 - 

-1 + 3 -1 - 3x  =  = 1      ;     x  =  = -2
2 22 1  

    x = -1   أوx = -2: إذن 

vحساب ) 3 و  u
r r

                              : 

2 2u  = (x + 3)  + (x + 1)
r

2u:      أي  = 2x  + 8x + 10
r

  

2 2v  = (-1)  + (x + 1)
r

2v:        ومنه   = x  + 2x + 2
r

  

u:  بحيث x تعيين ) 4 = v
r r

   

2: أي  22x  + 8x + 10  = x  + 2x + 2 ومنه   :  
2 22x  + 8x + 10 = x  + 2x + 2 2:  و عليهx  + 6x + 8 = 0  

(6) = 2:   لدينا    :  ومنه للمعادلة حلين متمايزين ∆4 = (8) 4 - 
-6 + 2 -6 - 2x  =  = -2       ;        x  =  = -4

2 22 1   

   .-4 ; -2:  هي xقيم 



 

        

)قيمة مقربة لـ   )  5 )u , v
r r

 :   

u:     لدينا x = 3من أجل  . v = 10
r r

   

v  = 17      ;     u  = 2 13
r r

   

): ولدينا  )u . v = u  . v    , vcos u
r r r r r r

   

):  وعليه  ) u . v  , v  = 
u  . v

cos u
r rr r

r r أي أن    :

( )cos u 10  , v  = 
17  . 2 13

r r
  

): ومنه  )cos u ×5  2 21  , v  = 
221

r r
):  أي  )cos u  , v   0,34

r r
;   

):          إذن  )u , v   1,23 + 2k   ;  kπ ∈
r r

; ¢  

 .  2التمرين  

vحساب ) 1 , u
r r

                                    : 

u    −   
   

2 21 5 =  + 
2 2

r
  

u:   أي  1 25=  + 
4 4

r
u:                   أي  26 = 

2

r
  

( )v  
 
 

2
2 6 = 3  + 

5

r
v:               أي  36 = 9 + 

25

r
  

:         ومنه 
261v  = 
5

r
v:                 أي  3 29 = 

5

r
      

u . vحساب ) 2
r r

   : u  × ×  
 

1 6 -5 . v = 3   +   
2 5 4

r r
  



 

        

u: ومنه  3 3. v =  - 
2 2

r r
u . v = 0:    أي  

r r
   

vونستنتج أن  و   u
r r

  . متعامدين
 .  3التمرين  

    AD , BC , DC , ABأحسب ) 1

AD: لدينا         
       
       

2 2 3 3
   ,  BC   ,  DC   ,  AB 

1 1 -4 -4

uuur uuur uuur uuur
  

2:  وعليه  2AB = (3)      AB = 5:     أي (4-) + 

            2 2DC = (3)       DC = 5:    أي (4-) + 

             2 2BC = (2)   BC = 5:     أي (1) + 

             2 2AD = (2)   AD = 5:     أي (1) + 
متوازي  ABCD ومنه الرباعيBC = AD  و  AB = DC: لدينا  : ABCDطبيعة الرباعي ) 2

  أضلاع لأن فيه كل ضلعين متقابلين متقايسين
 .  4التمرين  

  :λتعيين 

)يكون الشعاعان  ) ( )u uλ λ + v v -  و 
r r r r

:  متعامدين إذا وفق إذا كان 

( ) ( )u uλ λ - v   + v  = 0
r r r r

    

uλ:  أي 
2 22 - v  = 0

r r
  

u: ولدينا 
2 2 2 = (1)  + (2)

r
u:      أي 

2
= 5

r
   

          v
2 2 2 = (3)  + (4)

r
v:    أي 

2
= 25

r
   

   2x5 - 25 = 0λ: ومنه 

2:  و بالتالي  25= 
5

λ 2:       أي  = 5λ  



 

        

- =    أو   5λ = :  إذن  5λ  

λ 5   ;   5:   له قيمتين هما−   
 .  5التمرين  

  :  في كل حالة αتعيين 

v  و   v: لدينا ) 1  = 1u
r r r

P :   

v α β2 2=  + 
r

α:     وعليه  β2 α  ومنه  1 =  + 2 β2 2 +  = 1    

u  v: لدينا 
r r

P وعليه       :α β 2  +  = 0   

:  ومنه 
α β

α β

2 2 +  = 1

 2  +  = 0
:                  أي 

β α

α α

2 2

 = -  2

 + 2  = 1
     

:   وعليه 
α

β α

2 1 = 
3

 = -  2
:         وبالتالي 


α α

β α

3 - =   أو   = 3
3 3

 = -  2
  

β:   لما  α
- 6 3=    :    = 

3 3
   

: لما 
6 3=    :    = -

3 3
β α  

u:  لدينا ) 2 ⊥  v   و    v  = 2
r r r

   

v: لدينا   = 2
r

α:      وعليه  β2 2 +  = 4   

⊥u  v: و لدينا 
r r

α−:     وعليه  β +  2  = 0   

:   و بالتالي 
α β

α β

2 2 +  = 4

 =  2
:     ومنه 

2 2

 =  2

2  +  = 4

α β


β β
  



 

        

:        أي 
α β


β
2

 =  2

3  = 4
:      أي 

β

α β

2 4 = 
3

 =  2
         

:   ومنه 
-2 3  = 

3
βأو   

2 3 = 
3

β َ2  =         وα β  

β:   لما 
2 3 = 

3
α      فإن        

2 6 = 
3

  

β:    لما 
-2 3 = 

3
      فإن        

-2 6 = 
3

α  

3 (u . v = 3    ,    V  = 12
r r

  

:    وعليه 
α β

α β

2 2 +  = 12

-  +  2  = 3
:        أي 

2 2 +  = 12

 =  2  - 3

α β

α β

   

:  ومنه 
2 2 2  - 3)  +  = 12

 =  2  - 3

( β β

α β

:      أي أن 

33  - 6  2  - 3 = 0

 =  2  - 3

 β β

α β

:          إذن 
3  - 2  2  - 1 = 0

 =  2  - 3

β β

α β

  

β:  نحل المعادلة  β2  - 2  2  - 1 = 0  

):   لدينا  )2
 = -2 2    ∆12 =:            أي ∆(1-) 4 - 

2:  للمعادلة حلين  1
2 2  + 12 2 2  - 12 =    ,    = 

2 2
β β   

1 2
2 2  - 2 3 2 2  + 2 3 =   ;     = 

2 2
β β  



 

        

1 2 = 2  - 3     ;     = 2  + 3  β β  

):  لما  ) 1 = 2 - 3  2  - 3     :  = 2 - 3α β   

   .6α - 1- = : أي 

): ولما  ) 2 = 2  + 3  2  - 3     :  = 2  + 3α β  

   .6α + 1- = : أي 
 .  6التمرين  

)حساب  )i , u
r r

لدينا :  في كل حالة 
1

i 
0
 
 
 

r
   

1    (
0

i . u = 1  0 + 0  3 = 0     :  u 
3

 
× ×  

 

r r r
   

2k +  = (i , u):  وعليه   ; k
2
π

π ∈
r r

¢  

2 (
-5

i . u = 1  (-5) + 0  0 = -5     :  u 
0
 

× ×  
 

r r r
  

i . u = i  . u   (i , ucos )
r r r r r r

:    ومنه 

i . u = 1  5  (i , ucos )×
r r r r

i , u)  5:       إذن   = -5cos )
r r

   

i , u) :   وبالتالي   = -1cos )
r r

  

2k +  = (i , u):  ومنه    ,  kπ π ∈
r r

¢   

3   (
2

i . u = 1  2 + 0 (-2 3) = 2   ,  u 
-2 3

 
×  

 

r r r
   

i . u = i: وكذلك  u  (i , u  = 4  (i , ucos ) cos )× ×
r r r r r r r r

   

i: لأن   = 1  ,  u  = 4
r

i , u)  4:    ومنه   = 2cos )
r r

  



 

        

: إذن 
1i , u  = 
2

cos( )
r r

2k +  = (i . u):    وعليه    ;  k
3
π

π ∈
r r

¢  

: لدينا ) 4

- 3
- 3 5 - 3 4i . u = 1  + 0 .  =    ,   u 

4 4 4 5
4

 
  
  
  
 
 

r r r
  

i . u = i u  (i , ucos )× ×
r r r r r r

:       لكن 
3 5u  =  + 

16 16

r
  

:  أي 
2u  = 

2

r
:       وعليه 

2i . u=   (i , u
2

cos )
r r r r

    

: ومنه
2 - 3  (i , u  = 

2 4
cos )

r r
:    وعليه 

- 6 (i , u  = 
4

cos )
r r

  

2,33 + 2k  (i , u):   وبالتالي    ;  kπ ∈
r r

; ¢  
 .  7التمرين  

  M (x ; y)نفرض  : Mتعيين مجموعة النقط 

: لدينا 
-4 x - 3

BC       ;     BM 
6 y + 4
   
   
   

uuur uuur
   

BM . BC = 0
uuur uuur

  6 (y + 4) = 0 + (x – 3) 4-:  وعليه 
  2x + 3y + 18 = 0-:    أي 4x + 6y + 36 = 0-: إذن 

) هي مستقيمMإذن مجموعة النقط     2x + 3y + 18 = 0-:  معادلته∆(
  :   إنشاء المجموعة 

 
 
 
 
   
  
  

6 3  x  
-2  -4  y  



 

        

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

)المستقيم : الملاحظة    .B في النقطة (BC) عمودي على ∆(
 .  8التمرين  

   M (x ; y)نفرض  : Mتعيين مجموعة النقط 

   
-3  - 1

AB       ;     AM 
1  + 4
   
   
   

uuur uuuur x
y

  

AM . AB = -4
uuuur uuur

3:  وعليه   (  - 1) + 1  (  + 4) = -4− × ×x y   
   3x + y + 11 = 0-: إذن 

) هي مستقيم Mإذن مجموعة النقط  )∆  

) إنشاء - )قيم مساعدة لرسم  :  (AB) و ∆( )∆ :   
3 2  x  
2-  5-  y  

  
  

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

B

C

 )(∆



 

        

  
)نلاحظ أن    (AB) عمودي على ∆(

  
  
  
  
   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 .  9التمرين  

AC . BCحساب 
uuur uuur

   

AB = AC + CB  :لدينا 
uuur uuur uuur

:   وعليه    
2 2AB  = (AC + CB)

uuur uuur uuur
   

  : إذن 
2 2 2

AB  = AC  + CB  + 2AC . CB
uuur uuur uuur uuur uuur

   

2   :ومنه  2 2AB  = AC  + CB  - 2AC . BC
uuur uuur

   

2   :إذن  2 22AC . BC = AC  + CB  - AB
uuur uuur

   

): وعليه  )2 2 21AC . BC =  AC  + CB  - AB
2

uuur uuur
  

    ( )1AC . BC =  25 + 100 - 16
2

uuur uuur
  

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

B A

)(∆



 

        

:   إذن 
109AC . BC = 

2

uuur uuur
  

 .  10التمرين  

3u . ( v) = -3  u . v = -3  (5) = -15− × ×
r r r r

  
2 2 2 2(u + v) (u - v) = u  - v  = (1)  - (5)  = -24

r r r r r r
  

2 2
(u + 2v) (u - 3v) = u  - 3u . v + 2v . u - 6v
r r r r r r r r r r

  

          = -29 - 5 = - 34  = 1 - u . v - 30
r r

  

             
2 22(u + v)  = u  + v  + 2u . v

r r r r r r
     

                                            = 1 + 25 + 10 = 36  

   :وعليه 
2

u + v  = 36
r r

u + v:     ومنه   = 6
r r

  

 .  11التمرين  

u - v:  بحيث يكون α تعيين -1
r r

u + vα  و 
r r

  . متعامدين

0α = (u + v) (u - v): أي 
r r r r

   

: ومنه 
2 2

u  +  u . v - u . v - v  = 0α α
r r r r r r

   
         4 +   12 - 12 -  . 25 = 0α × α   

13: وعليه  - 8 = 0− α وبالتالي      :
-8 = 
13

α   

u + v: بحيث α تعيين -2  = 2α
r r

   
22 2(u + v)  = u + 2  u . v +  vα α α

r r r r r r
  

2 2(u + v)  = 4 + 2  . 12 +   25α α α ×
r r

  
2 2(u + v)  = 25  + 24  + 4α α α

r r
  

:  ولدينا 
2

u + v  = 4α
r r

225:       ومنه   + 24  + 4 = 4α α   

0α =  24 +  225: ن إذ α 0 = (24 +  25) :        وعليهα α    



 

        

25   أو  0α =: وبالتالي   + 24 = 0α  

   أو    0α =:     إذن 
24= -
25

α   

 .  12التمرين  

):   إثبات أن  )u + v
r r

)   عمودي على   )u - v
r r

   

:              لدينا 
2 2

(u + v) . (u - v) = u  - v
r r r r r r

  

  2(u + v) . (u - v) = u  - u  = 0
r r r r r

  

(u + v): إذن 
r r

(u - v)  عمودي على 
r r

   
  
 .  13التمرين  

u  إثبات أن -1
r

v - u و 
r r

  :  متعامدين 

:     لدينا 
2

u (v - u) = u . v - u
r r r r r r

    

u (v - u) = 4 - 4 = 0:      ومنه 
r r r

   

u  و  v - u:  وعليه 
r r r

   متعامدين 
   : ABCاستنتاج نوع المثلث 

u (v - u) = 0: لدينا 
r r r

AB (AC - AB) = 0:  وعليه    
uuur uuur uuur

   

AB . BC = 0:  إذن 
uuur uuur

و BC:      وعليه  AB
uuur uuur

   متعامدين 
   .B قائم في ABCومنه المثلث 

2k +  = (u , v)لدينا      :  Cإنشاء    ;  k
3
π

π ∈
r r

¢   

2k +  = (AB , AC):  وعليه    ;  k
3
π

π ∈
uuur uuur

¢  

u: لدينا   = 2
r

AB:     ومنه   = 2
uuur

   AB = 2   أي  



 

        

u . v =  u:  وعليه  v  (u , v)cos×
r r r r r r

  

4 = 2 . v  .  
3
πr

cos أي أن           :
14 = 2 v   
2

×
r

     

v:   ومنه   = 4
r

   .AC = 4:         وبالتالي 

BC:  2حساب  2 2AC  = AB  + BC 4 + 216:   ومنه = BC   
2BC: إذن  BC = 2:     ومنه 12 =  3   

  :  نقوم بالخطوات التاليةABCلإنشاء المثلث 
]نرسم قطعة مستقيمة  • ]AB 2 طولها cm  

]نرسم نصف مستقيم  • )AX بحيث   :( , )AX AB  = 
3
π

 

)نرسم مستقيما  •   .B في النقطة (AB) عموديا على ∆(

]يتقاطع نصف المستقيم   • )AX مع (  .ABC فنحصل على المثلث C في النقطة ∆(

  
  
  
 
  .  14لتمرينا  
 
  
  
  
 

 AB . BC = -BA . BC = -BA . BF•
uuur uuur uuur uuur uuur uur

  
   (AB) على C المسقط العمودي للنقطة Fحيث 

AB . BC = -BA . BF  cos: ومنه π
uuur uuur

   BF = DC – AB = 1  و  

AB . BC = -4  1  (-1)× ×
uuur uuur

AB . BC = 4:       أي 
uuur uuur

  

 DC . DB = DC . DH = DC . DH .  0cos•
uuur uuur uuur uuur

  

A

B C

60°

30° )(∆

XA B

CHD



 

        

   (DC) على B للنقط  المسقط العموديHحيث 

×DC . DB = 5  4  1: ومنه  ×
uuur uuur

   DH = AB = 4:   لأن 
DC . DB = 20:  وعليه 

uuur uuur
   

( ) ( ) CA . CB = CD + DA  . CH + HB•
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

  

( ) ( )CA . CB = CD + DA  . CH + HB
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

  

DA = HB:    لأن 
uuur uuur

:      وبالتالي 
2

CA . CB =  CD . CH + CD . DA  + DA . CH + AD
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

    
       = CD . CH .  0 + 0 + HB . CH + 4cos

uuur uuur
     

                         = 5  1  1 + 0 + 0 + 4× ×     
CA . CB = 9:        إذن 

uuur uuur
    

2
 AD . BC = BH . BC = BH = BH  = 4•
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

     
  

 .  15التمرين  

K = MA . BC + MB . CA + MC . ABنضع ) 1
uuuur uuur uuur uuur uuur uuur

  : و منه 

K = MA.(MC -MB) +MB.(MA- MC) +MC.(MB- MA)
uuuur uuur uuur uuur uuuur uuur uuur uuur uuuur

    

K=MA.MC -MA.MB +MB.MA -MB +MC+MC.MB
uuuur uuur uuuur uuur uuur uuuur uuur uuur uuur uuur

  
                                      - MC . MA

uuur uuuur
  

    .K = 0:                  إذن 
] نقطة تقاطع  الارتفاعين المتعلقين بالضلعين Hنفرض ) 2 ] [ ]AB   ) : 1(لدينا من  . BC و 

HA . BC + HB . CA + HC . AB = 0
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

  
   M = Hوهذا بوضع 

⊥HA  BC:  ولدينا  
uuur uuur

⊥HC  AB  و  
uuur uuur

  
HA . BC = 0: ومنه 

uuur uuur
HC . AB = 0  و  

uuur uuur
   

0:  وعليه  + 0 + HB . CA = 0
uuur uuur

HB . CA = 0:   ومنه 
uuur uuur

   
     وعليه الارتفاع المتعلق بالضلع⊥(CA)  (HB):  إذن 



 

        

 [ ]AC يشمل H.   
   تتقاطع في نقطة واحدةABCإذن الارتفاعات الثلاثة في المثلث 

  
  
  
  
  
  
 .  16التمرين  

(u , v)حساب قيس 
r r

   

1   (
u . v u , v  = 

u  . v
cos ( )

r rr r
r r وعليه   :

-3 3u , v  = 
3  2

cos( )
×

r r
  

:           إذن 
- 3 (u , v  = 

2
cos )

r r
     

: ومنه 
5(u , v) =  + 2k   ;  k
6
π

π ∈
r r

¢  

2 (
u . v u , v  = 

u  . v
cos ( )

r rr r
r r و منه   :

3 3 u , v  = 
3 6

cos ( ) +r r
  

2 1 u , v u , v    أي :    =   = 
2 2

cos ( ) cos ( )
r r r r

  

2k +  = (u , v): وعليه    ;   k
4
π

π ∈
r r

¢  

3 (
u . v u , v  = 

u  . v
cos ( )

r rr r
r r ومنه   :

10 u , v  = 
4  5

cos ( )
×

r r
  

:       إذن 
1u , v  = 
2

cos ( )
r r

    

A

B C

N M

L

H



 

        

u , v:    و منه   =  + 2k   ;  k  
3

( ) π
π ∈

r r
¢  

 .  17التمرين  

  

y , x , v , uإنشاء  ) 1
r r r r

                          

2  (u . v = u  . v    = 0
2

cos πr r r r
  

  :   لدينا 

  
2 22 2y  = (u + v)  = u  + v  + 2 u . v

r r r r r r r
  

:    ومنه 
2

y  = 9 + 4 + 0
r

:       أي 
2

y  = 13
r

  

:     لدينا 
2 2 22x  = (2 u - 3 v)  = 4 u  + 9 v  - 12 u . v

r r r r r r r
  

   = 36 + 36 – 0                                                      

:        إذن 
2

x  = 72
r

   

y استنتاج )3  ; x
r r

:  

: لدينا 
2

x  = 72
r

:   أي 
2

x  = 72
r

x:       ومنه   = 6 2
r

  

: ولدينا 
2

y  = 13
r

  أي  
2

y  = 13
r

y:     ومنه   = 13
r

  

 .  18التمرين  

   : إنشاء الشكل) 1
  
  
  
  
  
  

 xr

 yr vr

 ur

 -3vr 

 2ur

A

B C

D

M

I

K



 

        

3:     وعليه (A ; 3)  ,  (A ; 1) مرجح الجملة Kلدينا 
uuur uuur r

 KA + KD = o ومنه   :

KA + KA + AD = o3
uuur uuur uuur r

   

KA + AD = o4: أي 
uuur uuur r

:      أي 
1AK  =  AD
4

uuur uuur
    

  : الحساب  ) 2
2

BC  . BM  = BC  . BC  = BC  = 64
uuur uuuur uuur uuur uuur

   
2

BA . BK  = BA . BA = BA  = 16
uuur uuur uuur uuur uuur

  
  الحساب   ) 3

BK .BM = ( BA + AK ) .( BC+ CM )
uuur uuuur uuur uuur uuur uuur

  

  = BA .BC  + BA .CM  + AK  . BC  + AK  . CM
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

  

        
1 1= 0 + CD . CM + AK . AD -  AD .  DC
4 2

uuur uuuur uuur uuur uuur uuur
   

     = CD  . CM   0 + AK  . AD   0cos cos
uuur uuuur uuur uuur

  

                                      
1  . DA . DC
8

+
uuur uuur

  

 :             ومنه
1. = 4 × 2 × 1 + 2 × 8 × 1 +  × 0
8

BK BM
uuur uuuur

  

.:        إذن  = 24BK BM
uuur uuuur

  
   : BIاستنتاج ) 4

BK:       لدينا   . BM  = 24
uuur uuuur

  

BK:    ومن جهة أخرى لدينا   . BM  = BM  . BK
uuur uuuur uuuur uuur

   
BK:     و منه   . BM  = BM  . BI

uuur uuuur uuuur uur
  

BM = BM . :     أي   . BI  0BK .cos
uuur uuur uuur uur

  

:         و منه  BM . BI = 24:    إذن 
24BI  = 

BM
   

2: لدينا  2BM  = BC  + CM2 وعليه   :BM  = 64 + 4 = 682  



 

        

BM: إذن  BM   أي   68 =   = 2 17  

:    و بالتالي 
24BI  = 

2  17
:         أي 

12 17BI  = 
17

   

BM استنتاج قيمة مقربة لـ -  , BK( )
uuuur uuur

   

BK = BK . : لدينا    (  , BKBM BM cos BM )× ×
uuuur uuur uuuur uuur uuuur uuur

   

2: ولدينا  2BK  = BA  + AK2 ومنه    :BK  = 16 + 42    

BK : أي   = 20   

BM(:    ه وعلي  . BK  = 2 17  2 5  cos ( BM  , BK×
uuuur uuur uuuur uuur

  
               . )= 4 17   5  cos ( BM  , BK

uuuur uuur
  

BM:    لكن   . BK  = 24
uuuur uuur

  

(:     وعليه  24cos ( BM  , BK  = 
4 . 17  . 5

uuuur uuur
   

(:                  أي أن   6cos ( BM  , BK  = 
85

uuuur uuur
  

(:       وعليه  6 85cos ( BM  , BK  = 
85

uuuur uuur
  

BM :  ومنه  , BK   0,87 RAD( )
uuuur uuur

µK:    أي ; BM   49,4o;   
 .  19التمرين  

  
  :   إثبات أن -

 2 2 2 2MA + MC = MB + MD  
  
  
  
  
  

A

B C

D

O



 

        

  :     لدينا 

      2MA + MC  = ( OA - OM  + ( OC  - OM2 2) )
uuur uuur uuuur uuur uuuur

     

 
2 22 2

= OA + OM - 2OA .OM  + OC OM - 2 OC .OM+
uuur uuuur uuur uuuur uuur uuuur uuur uuuur

         

           
22

= 2OA  + 2 OM  - 2 OA . OM  + 2 OA . OM
uuur uuuur uuur uuuur uuur uuuur

                   

:    وعليه 
2

MA  + MC  = 2 OA  + 2 OM
2 2 2uuur uuuur uuur uuuur

  

):     ولدينا  ) ( )2 222
MB  + MD  = OB - OM  + OD - OM
uuur uuuur uuur uuuur uuur uuuur

  
2 2 2 2

= OB +OM - 2OB .OM +OD + OM - 2 OD .OM
uuur uuuur uuur uuuur uuur uuuur uuur uuuur

  
2 2 2 2

= OB + OM - 2OB . OM + OB +OM + 2 OB .OM
uuur uuuur uuur uuuur uuur uuuur uuur uuuur

  

                                           
2 2

= 2 OB  + 2 OM
uuur uuuur

  

                              
2 2 22

MB  + MD  = 2 OA  + 2 OM
uuur uuuur uuur uuuur

  

:  وعليه 
2 2 22

MA  + MC  = MB  + MD
uuur uuuur uuur uuuur

  
  
 .  20التمرين  

µ: لدينا  oC = 180  - (68  + 25 )o o 87:      ومنه=
) oC  .   

µ:        ولدينا  µ µ
BC AC AB =  = 

A  B Csin sin sin
  

:     وعليه 
BC AC 16 =  = 

 68 25 87sin sin sino o o  

: وعليه 
16  25 = 

87
sinAC

sin

o

o 6,77  :    ومنهAC ;   

: وكذلك لدينا 
16 sin 68 = 

sin 87
BC

o

o 14,86 :    ومنهBC ;  

 .  21التمرين  



 

        

 :                   BC حساب -
2 2 2BC  = AB  + AC  - 2 AB . AC .  Âcos   

2 2 2 oBC  = (20)  + (30)  - 2  20  30  100cos× ×  

2: وعليه    1508,38BC 38,84BC :          ومنه ; ;  
BC و  حساب -

) )
 : 

µ µ µ
BC AC AB BC . AC . AB =  =  = 

25 A  B Csin sin sin
   

µ:     إذن   µo
38 84 30 20 =  = 

 100 B  C
,

sin sin sin
  

µ:  ومنه 
o30  100 B = 

38,84
sinsin   َو   µ

o20  100C = 
38,84
sinsin  

B  0,76sin: وعليه 
)

µ C  0,51sin   و   ; ;       

49,5B  :   وبالتالي  o;   30,5     وC o)
;       

:    استنتاج مساحة المثلث -
AC BC . AC . AB= 

 B 2 Ssin .
)    

:    إذن 
BC . AC . AB .  BS = 

2 AC
sin

)
  

:   إذن 
BC . AB .  BS = 

2
sin

)
     

:     أي 
33,84  30   49,5S  

2
sin× × o

;  

443,01  2: وعليه  cmS ;       
 .  22التمرين  

: إثبات أن ) 1
2 2 2A = B + C - 2  B .  C  Asin sin sin sin sin cos

) ) ) )) )
  



 

        

:    ولدينا 
BC AC AB =  =  = r   ;  r

A  B  Csin sin sin
∈) )) ¡  

µ: وعليه  µ µAB = r  C   ;   AC = r  B  ;  BC = r  Asin sin sin   

µ2:    نا ولدي 2 2BC  = AB  + AC  - 2 AB . AC  Acos       
  : ومنه 

2 2sin2 2 2 2r sin A = r sin C +  r B - 2 . r sin C . r sin B cos A
) ) ) )) )

  
  2 2 2 = r  sin C + sin B - 2 cin B . sin C . cos A  

) ) )) )
    

2:   وعليه  2 2A = B + C- 2 B . C  Asin sin sin sin sin cos
) ) )) )

       
cos A = 0 فإن A قائم في ABCإذا كان المثلث ) 2

)
   

A = B + C2:  ومما سبق  2 2sin sin sin
))

  
2:    وإذا كان  2 2A = B + Csin sin sin

) ))
  :     فإن 

2 sin B . sin C cos A = 0−
) ))

A = 0cos :    ومنه 
)

    
oA = 90:   أي 

)
   

A = 0cos :  فإن µA قائما في أي زاوية و لتكن  ABC إذا كان المثلث –) 3
)

:    ومنه 

 A = 1sin
)

2:    أي   A = 1sin  

2A = B + sin:  فإن ) 2(ومن  C2 2sin sin
))

   

B + C:   أي أن   = 12 2sin sin
))

   
A + B + C: وعليه   = 1 + 1 = 22 2 2sin sin sin

) ))
   

A + B + C:  و إذا كان -  = 22 2 2sin sin sin
) ))

  

2:  فمن العلاقة  2 2sin sin sinA = B + C  - 2 sin B sin C cos A
) ) ) )) )

  
  :و بالتعويض نجد 

            A = 2 - A - 2 B  C  cis A2 2 2sin sin sin sin
) ) ) ))

  
A = 2 - 2 sin B . sin C . cos A22sin:           وعليه 

) ))
   

2:             وعليه   = 1 -  B .  C . cos Asin A sin sin
) ))

  
:                وعليه 

) ) )) 2sin B . sin C . cos A = 1 - sin A  



 

        

                            
) ) )) 2sin B . sin C . cos A = cos A  

cos:      ومنه 
) ) ))

 A (sin B . sin C - cos A) = 0   

وعليه إما   
)

cos A = 0  أو  sin
) ))

B . sin C - cos A = 0  

إذن    
)

cos A = 0 أي         :µ 0A = 90  
  
 .  23التمرين  )*(

)تعيين و إنشاء مجموعة النقط ) 1 )1AB . AM  = 18 : ∆
uuur uuuur

      

) نقطة من Mلتكن  :  وعليه (AB) مسقطها على H ولتكن ∆1(

AB . AM  = AB . AH
uuur uuuur

AB . AM:       لكن   > 0
uuur uuuur

  
AB: ومنه 

uuur
AM   و

uuuur
AB . AM: أي أن .  من نفس الاتجاه   = AB . AH

uuur uuuur
   

    AB . AH = 18:    وعليه 

:    وعليه 
18AH  = 
6

   AH = 3:         أي أن 

AB . AM:    لدينا   = AB . AH
uuur uuuur uuur uuur

    
AB . AM:     وعليه   - AB . AH  = 0

uuur uuuur uuur uuur
   

):      نه وم ) 0AB AM  -  AH =
uuur uuuur uuur

      

AB . HM:   أي أن   = 0
uuur uuuur

⊥AB  HM:       وعليه 
uuur uuuur

  
] هي محور Mمجموعة النقط :    ومنه  ]AB.   

  
  
  
  
  

)تعيين و إنشاء مجموعة النقط ) 2 )AB . AM  = -12 : 2∆
uuur uuuur

   

)نقطة من  Mلتكن     (AB) مسقطها العمودي على F ولتكن ∆2(

S

)(∆( )∆1( )∆2

A BF H



 

        

AB . AM:      ومنه   = AB . AF
uuur uuuur uuur uuur

   
  

ABوبما أن 
uuur

AF  و 
uuur

  :  مختلفان في الاتجاه فإن 

AB .AM  = - AB . AF
uuur uuuur

   

:    وعليه  AB . AF = 12: وبالتالي 
12AF  =  = 2
6

   

AB . AM: إذن   =  AB . AF
uuur uuuur uuur uuur

  :   ومنه 

AB . AM  -  AB . AF  = 0
uuur uuuur uuur uuur

):   أي أن  )AB AM  - AF  = 0
uuur uuuur uuur

   

AB . FM: وعليه   = 0
uuur uuuur

    
⊥AB  FM:    أي أن 

uuur uuuur
)لمستقيم    ومنه مجموعة النقط هي نقط ا  العمودي على ∆2(

(AB) في F.   
)تعيين و إنشاء ) 3 )1π  : AB . AM 30≥

uuur uuuur
   

AB . AS:  بحيث (AB) نقطة  من Sلتكن  30=
uuur uuur

AB  وبما أن 
uuur

    

ASو 
uuur

AB . AS = AB . AS:   من نفس الاتجاه فإن 
uuur uuur

:    وعليه 
30AS =  = 5
6

) وليكن    .S في (AB)المستقيم العمودي على ∆(

AB . AMيكون  30≥
uuur uuuur

  :  إذا وفقط إذا كان 
30AB . AS ≥

uuur uuur
30AB . AS أي  ≥

uuur uuur
AS وعليه  :    وعليه ≤5

[ )M SB∈ .   

) و منه  )1π هو نصف المستوي المفتوح المحدد بالمستقيم ( )∆   
  .Bو يشمل 

 .  24التمرين ) *(

M    :2MAتعيين مجموعة النقط ) 1  - MB  = 122  
] منتصف Iلتكن  ]AB :   



 

        

):    لدينا  ) ( )MI  + IA  - MI  + IB = 12
2 2uuur uur uuur uur

   

( ) ( )2 2
MI  + IA  - MI  - IA = 12
uuur uur uuur uur

  

  : وبالتالي 
2 2 2 2

MI  + IA  + 2MI  . IA - MI  - IA  + 2MI  . IA  12=
uuur uur uuur uur uuur uur uuur uur

  
MI:  ومنه   . IA = 124

uuur uur
MI:       وعليه   . IA = 3

uuur uur
     

IA . IM:  ي أن  أ  = -3
uur uuur

    
  :  فيكون (IA)علة  M المسقط العمودي للنقطة Hليكن 

IA . IM  = IA . IH
uur uuur uur uuur

  
IA , IH: وبما أن 

uur uuur
  :  مختلفان في الاتجاه فإن  

IA . IM  = -IA . IH
uur uuur uur uuur

   

 :        إذن IA . IH = 3: ومنه 
3IA = 
2

  

)ليكن   ) و يعامد المستقيم H المستقيم الذي يشمل ∆( IA )   

) هي نقطة Mفتكون مجموعة النقط  )∆.   

M  : 2MAتعيين مجموعة النقط ) 2  + MB  402 =   

):         إذن  ) ( )2 2 22MA  + MB  MI  + IA  +  MI  + IB=
uuur uur uuur uur

  

                ( ) ( )2 2
 MI  + IA  +  MI  - IA=

uuur uur uuur uur
  

2 2 2 2= MI  + IA  + 2MI  . IA + MI  + IA  - 2MI  . IA
uuur uur uuur uur

  
                                            2 2 2MI  + 2IA=  

2:          وعليه  22MI  + 2IA  40=  
22MI  :وبالتالي  2MI:    ومنه +40 = 8   = 16   

   .4 ونصف قطرها I هي دائرة مركزها Mو عليه مجموعة النقط 

M : MA . MB = λتعيين مجموعة النقط ) 3
uuur uuur

   



 

        

( ) ( )MA . MB  MI  + IA  . MI  + IB=
uuur uuur uuur uur uuur uur

  

                       ( ) ( ) MI  + IA  .  MI  - IA=
uuur uur uuur uur

  

                          2MI  - 4=  2 2 MI  - IA=  
MI: وعليه   - 4 = 2 λ ومنه     :MI  =  + 42 λ   

MI: إذن   =  + 42 λ    
4 + إذا كان  • = 0λ  4- =  أيλ فإن   :M I≡   

   .I     مجموعة النقط هي 
4 +إذا كان  • < 0λ  4- >  أيλ فإن مجموعة النقط خالية . 

4 +إذا كان  • > 0λ  4- <  أيλئرة     فإن مجموعة النقط هي دا 

  4λ +  ونصف قطرها  I   مركزها 

 .  25التمرين ) *(

2:     لدينا ) 1 )2 2BC  = AC  + AB  - 2AC . AB cos A  
2:   ومنه  2 2a  = b  + c  - 2bc cos A

)
  

:    وعليه 
2 2 2b  + c  - acos A = 

2 bc
)

  

:                           إذن 
2 2 2b  + c  - a1 + cos A = 1 + 

2 bc
)

  

                             
2 2 22bc + b  + c  - a = 

2 bc
  

:                            و منه 
2 2(b + c)  - a 1 + cos A = 

2 bc
)

  

                        
(b + c - a) (b + c + a) = 

2 bc
  

                        
(a + b + c) (b + c - a) = 

2 bc
  



 

        

  :                      ولدينا 
2 2 2b  + c  - a 1 - cos A= 1 - 

2 bc
)

  

                            
2 2 22bc - b  - c  + a = 
2 bc

  

                         
2 2 2a  - ( b  + c  - 2bc) = 

2 bc
  

                                   
2 2a - (b - c)=  

2 bc
  

                       
(a - b + c) (a + b - c) = 

2 bc
  

:     يه وعل
(a + c - b) (a + b - c)1 - cos A = 

2 bc
)

  

L = (1 + cos A) (cos A - 1):  نضع ) 2
) )

  :   و منه 
(a + b + c) (b + c - a) (a + c - b) (a + b - c)L =   

2 bc 2 bc
×  

2:  ومنه 
2 2

2p  (2p - 2a)  (2p - 2b) (2p - 2c)1 - cos A = 
4b c

× ×)
  

 2
2 2

16 p(p -  a) (p - b) (p - c)sin  A = 
4 b c

)
  

2:  وبالتالي 
2 2

4 p(p -  a) (p - b) (p - c)sin  A = 
b c

)
  

:                لدينا العبارة ) 3 
a abc = 

sin  A 2S
)   

:  وعليه 
1S =  bc sin A
2

)
:      ومنه 

2.Ssin  A = 
bc

)
      

µ:   وعليه 
2

2
2 2

4Ssin A = 
b c

    



 

        

:  وبالتالي مما سبق 
2

2 2 2 2
4S 4 p(p -  a) (p - b) (p - c) = 
b c b c

  

2S:  إذن   = p (p - a) (p - b) (p - c)   

  )عبارة هيرون     ( S = p (p - a) (p - b) (p - c): ومنه 
  S: مساحة المثلث ) 4

:  نصف محيط المثلث هو 
10 + 15 + 9p = 

2
  

    .p = 17:   إذن 
= S:     و منه  17 (17 - 10) (17 - 15) (17 - 9)  

S = 17  7  2  8× × ×   
   S = 4 119:  إذن 

2S  43,6 cm;  
 .  26التمرين  

)معادلة ) 1 )شعاع توجيه  : ∆1( :  هو ∆(
-3

V 
2

 
 
 

ur
   

  . نقطة من المستوي M (x ; y)لتكن 
) نقطة من Mتكون  ⊥AM  V:  إذا وفقط إذا كان ∆1(

uuuur ur
   

-3 x + 1
V   ,  AM 

2 y - 2
   
   
   

ur uuuur
   2 (y – 2) = 0 + (x + 1) 3-:   وعليه 

)إذن معادلة     x + 2y – 7 = 0 3-:  هي ∆1(

)نقط تقاطع ) 2 ) و ∆1( :    نحل الجملة  : ∆(
 - 5 = 0

-3x + 2y - 7 = 0

3

2

2x 3y×

×

+



  

:  وهي تكافئ 
 + 9y - 15 = 0

-6x + 4y - 14 = 0
6x



  :   بالجمع نجد 



 

        

13y – 29 = 0  وعليه                           :
29y = 
13

   

  :  نجد  6x + 9y – 15 = 0بالتعويض في المعادلة 
296  + 9  - 15 = 0
13

x  
 
 

:        وعليه 
666  +  = 0
13

x  

: ومنه 

-66
13 = 
6

x ومنه        :
-11= 
13

x   

:  ومنه 
-11 29B  ; 
13 13

 
 
 

   

]معادلة الدائرة ذات القطر ) 3 ]AO:   

MA:   نقطة من هذه الدائرة M (x ; y)لتكن 
uuuur uuuur

 . MO = 0   

: ولدينا 
-x - 1 -x

    ,   MA 
-y 2 - y

MO
   
   
   

uuuur uuur
   

   0 = (y-) (2 – y) + (x-) (x – 1-): وعليه 

     2 2x + x  - 2y + y  = 0   

2: ومنه معادلة الدائرة هي  2x + y + x - 2y  = 0  
 .  27التمرين  

   :     ABC مركز ثقل المثلث G  ليكن -1

:     لدينا 
G

G

A B C

A B C

x  + x  + xx  
3

y  + y  + yy  
3

 =

 =


:  ومنه 

-2 + 1 + 1 = 
3

2 - 4 + 2 = 
3

G

G

x

y







      

:       ومنه 
G

 = 0
y  = 0

Gx



G:      إذن  O≡  

  



 

        

  :  المتوسطات ت تعيين معادلا-2
]منتصفات القطع I , J , K لتكن ] [ ] [ ]AB  , AC  , BC و منه .  على الترتيب :  

1+1 -4+2 -2+1 2+2 -2+1 2-4K  ;   ,  J  ;   ,  I  ; 
2 2 2 2 2 2

     
     
     

  

:      إذن 
-1 -1K (1 , -1)  ,  J  , 2   ,  I  , -1
2 2

   
   
   

   

   نقطة منه M (x ; y)لتكن  : (CI)معادلة المتوسط 

: لدينا 
3 1

-3 -1  - x
CI     ,   MI    ,  MI  // CI2 2

- -  - y

   
   
      
   

uur uuur uuur uur
   

  :ومنه 
3
2
- -1 (-1 - y) + 3  - x  = 0

2
 
 
 

  

    (CI)  معادلة x + y  = 0-:  إذن 
   نقطة منه  y , x(M(  لتكن  : )BJ(معادلة المتوسط 

:  لدينا 
-3 x - 1

BJ    ,  BM    ,  BM  // BJ2
y + 4 6

           

uuur uuuur uuuur uuur
   

:    وعليه 
3 (x - 1) +  (y + 4) = 0
2

6     

:      إذن 
3x +  y = 0
2

6  

    4x + y = 0      :   هي  (BJ)معادلة 
   نقطة منه M (x , y)لتكن  : (AK)معادلة المتوسط 

: لدينا 
3 x + 2

AK    ,  AM   ,  AM // AK
-3 y - 2
   
   
   

uuur uuuur uuuur uuur
   

   3 (y – 2) = 0- (x + 2) 3-: وعليه 
   3x – 3y = 0-:  هي (AK)ومنه معادلة 



 

        

    x + y = 0: أي 

  (AK) و (BJ)نعين نقط تقاطع : نقطة تقاطع المتوسطات ) 3
x + y = 0

x + y = 0
4



    y = 0  ومنه   x = 0   بالطرح نجد 

   O (0 ; 0)إذن تتقاطع المتوسطات الثلاثة في النقطة 

  :ملاحظة 
   ABC   نقطة تقاطع المتوسطات الثلاثة هي مركز ثقل المثلث 

  
 .  28التمرين  

  :  معادلات الأعمدة -1
   على المستقيماتA,B,C المساقط العمودية للنقط  I,J,Kلتكن 

(BC) , (AC) , (AB) على الترتيب .  
  : (AI)معادلة العمود  •

   : (AI) نقطة من M (x ; y)لتكن 

: لدينا 
4 x - 1

BC   ,  AM   ,  AM  BC
3 y - 2

   
⊥   

   

uuur uuuur uuuur uuur
  

  3 (y – 2) = 0 + (x – 1) 4: ومنه 
 4x + 3y – 10 = 0:   هي (AI)إذن معادلة 

  
  (AJ) نقطة من  M (x . y)لتكن  : (BJ)معادلة العمود  •

: لدينا  •
-1 x + 4

AC   ,  BM   ,  BM  AC
1   y
   

⊥   
   

uuur uuur uuur uuur
 

 x + y – 4 = 0-:   أي  1 . y = 0+ (x + 4) 1-: ومنه 

   (BJ)هي معادلة 
  : (CK)معادلة العمود  •

  (CK) نقطة  من M (x ; y)لتكن 



 

        

: لدينا 
-5 x - 0

AB   ,  CM   ,  CM  AB
2 y - 3

   
⊥   

   

uuur uuuur uuuur uuur
  

   5x – 2y + 6 = 0-:   أي 5x – 2 (y – 3) = 0-ومنه 
   5x + 2y – 6 = 0:  هي  (CK)إذن معادلة 

  : ة  نقطة تقاطع الأعمد-2

 :          (BJ) و (AI): نعين نقط تقاطع 
4

x + 3y - 10 = 0
-x + y - 4 = 0
4

×





  

:    ومنه 
x + 3y - 10 = 0

-4x + 4y - 16 = 0
4



   7y – 26 = 0:  بالجمع 

: ومنه 
26y = 
7

:    و بالتالي 
26 +  - 4 = 0
7

−x    

:        وبالتالي  7x – 2 = 0-:    إذن 7x + 26 – 28 = 0-   :أي
-2 = 
7

x إذن نقطة تقاطع  

: كل الأعمدة هي 
-2 26W  ; 
7 7

 
 
 

   

   ABC تعيين مركز و نصف قطر الدائرة المحيطة بالمثلث -3
   . ABCمركز الدائرة هو نقطة تقاطع محاور المثلث 

] منتصفي I , Jلتكن  ] [ ]AB  , BC على الترتيب .  

  

-4 + 0 =  = -2
2

0 + 3 3=  =   
2 2

J

J

x

y







          ،        

1 - 4 -3 =  = 
2 2

2 + 0 =  = 1  
2

I

I

x

y







  

] تعيين معادلة محور - ]BC :  لتكنM (x ; y) نقطة من المحور   

: لدينا 
x + 24

BC    ,  IM    ,  IM   BC33 y - 
2

     ⊥       

uuur uuur uuur uuur
   



 

        

: وعليه 
3 (x + 2) + 3 y -  = 0
2

4  
 
 

8x + 6y + 7:     أي  = 0   

] تعيين معادلة محور - ]AB :  لتكنM (x ; y) نقطة من المحور   

:  لدينا 
3-5 x + 

AB   ,  JM    ,  JM   AB2
-2 y - 1

     ⊥       

uuur uuur uuur uuur
  

   :ومنه 
3 x +  - 2 (y - 1) = 0
2

5  −  
 

   

x  :  أي  155  - 2y -  + 2 = 0
2

−   

   10x + 4y + 11 = 0      :ور هي وعليه معادلة المح

:       تعيين نقطة تقاطع المحوريين -
x + 6y + 7 = 0

10x + 4y + 1 = 0

5

4

8×

×





  

40x + 30y + 35 = 0
-40x - 16y - 44 = 0





     14y- 9 = 0:   بالجمع نجد 

: إذن 
9y = 

14
:        ومنه 

98  + 6   + 7 = 0
14

x ×   

x:  ومنه  1528  +  = 0
14

x:      ومنه  -19 = 
14

   

نقطة التقاطع هي    
-19 9F  ; 
14 14

 
 
 

   .ABC  وهي مركز الدائرة المحيطة بالمثلث 

   : FAنصف قطر الدائرة هو 
2 219 9 1450FA = 1 +  + 2 -  = 

14 14 14
   
   
   

  

  



 

        

  
 .  29التمرين  

)معادلة ) 1   )1Γ هي  :x 2 2 2(  - 1)  + (y + 3)  = α  

): وبما أن  )1A  ∈ Γ 2:  فإن 2 2(5 - 1)  + (2 + 5)  = α   

2: إذن   = 65α   

)ومنه معادلة  )1Γ 2:  هي 2(  - 1)  + (y + 3)  = 65x 

]معادلة الدائرة ذات القطر ) 2   ]Aω :   
  لدينا :  نقطة من هذه الدائرة M (x ; y)لتكن 

M
1 - x 5 - x

    ,    MA   ,   MA . M  = 0
-3 - y 2 - y

   
ω ω   
   

uuur uuur uuur uuuur
  

  : وعليه  0 = (2 – y) (3 – y-) + (5 – x) (x – 1): ومنه 
2 25 - x - 5x + x  - 6 + 3y - 2y + y  = 0  

2:  وعليه معادلة الدائرة هي  2 + y  - 6x + y - 1 = 0x   
 
   : ABω معادلة الدائرة المحيطة بالمثلث ) 3  

  .مركز الدائرة هو نقطة تقاطع المحاور
] منتصفي J , Iلتكن  ] [ ]B  , ABω على الترتيب   

5 + 1 =  = 3
2  

2 - 2y  =  = 0
2

I

I

x




        ،       
J

J

x 1 + 1 =  = 1
2

-2 - 3 -5y  =  = 
2 2







  

): ومنه  )-5J 1 ;    ,   I 3 ; 0
2

 
 
 

   

  
] معادلة محور - ]AB :   

] نقطة من محور M (x , y)لتكن  ]AB : IM  AB⊥
uuur uuur

   



 

        

-4 x - 3
AB     ;    IM 

-4    y
   
   
   

uuur uuur
      

     4y = 0 – (x – 3) 4-:   وعليه 
  x + y – 3 = 0:      أي معادلة المحور هي 

] معادلة المحور - ]Bω:   

] نقطة من محور M (x ; y)لتكن  ]Bω  : JM  B⊥ ω
uuur uuur

  

 - 10
B      ;    JM 5-1  + 

2

x

y

    ω        

uuur uuur
  

:   ومنه 
50 (x - 1) - y +  = 0
2

 
 
 

  

   2y + 5 = 0:   وعليه معادلة المحور هي 

  :   تقاطع المحورين -

:         نحل الجملة 
 + y - 3 = 0

-5y = 
2

x




  

:  ومنه 

5 -  - 3  = 0 
2
-5y = 
2

x




:          أي أن 

11 = 
2
-5 = 
2

x

y







  

:  وعليه نقطة التقاطع هي 
11 -5S  ; 
2 2

 
 
 

   

:  إذن معادلة الدائرة هي 
2 2

211 5 -  + y +  = 
2 2

x    α   
   

   



 

        

:  نقطة الدائرة فإن B: وبما أن 
2 2

211 51 -  + -2 +  = 
2 2

    α   
   

   

2: وعليه  82= 
4

α    2   أي 41= 
2

α    

x    :معادلة الدائرة هي 
211 5 41 -  + y +  = 

2 2 2
   
   
   

   

   نقطة التماس Tلتكن :  كتابة معادلة الدائرة) 4  

Tω: لدينا 
uuur

) شعاع عمودي على  ) وشعاع توجيه ∆(  هو ∆(
1

V 
2

 
 
 

ur
:   ومنه 

V  T⊥ ω
ur uuur

.   

0نفرض  0T (x  ; y 0:    وعليه (

0

 - 11
V    ;   T 

2  + 3
x
y

  
ω   

   

ur uuur
   

0:  وبالتالي  0(  - 1) + 2 (y  + 3) = 0x        
0:       أي  0 + 2y  + 5 = 0x  

):  لدينا  )T  ∈ 0:  ومنه ∆ 0 - y  + 2 = 0x  

0:   ومنه  0

0 0

 -  + 2 = 0
+ 2  + 5 = 0

x y
x y





03y:    بالطرح نجد   - 3 = 0−   

0: إذن   = -1y 0:       وعليه  = -1 - 2 = -3x   
   T (-3 , -1):  إذن 

   :Tωنصف قطر الدائرة هو  
2 2 2T  = (-3 - 1)  + (-1 + 3)  = 20ω  

2:  ومنه معادلة الدائرة هي  2(  - 1)  + (y + 3)  20=x  
 .  30التمرين  

  تعيين مجموعة النقط   

2:      لدينا ) 1 2 x  + y  - 2x + 4y - 11 = 0  



 

        

         x 2 2 2 2(  - 1)  - (1)  + (y + 2)  - (2)  - 11 = 0  

       2 2(  - 1)  + (y + 2)  = 16x  
1)مجموعة النقط هي دائرة مركزها  ; -2)ω ونصف قطرها R = 4  

22x + 2y:     لدينا ) 2  + 4x + 8y + 10 = 0  

2:           أي  2 (x  y x + 4y + 5) = 02 2+ +   

2:                              و منه  2 2x y x + 4y + 5 = 0+ +  

                  x 2 2 2 2(  + 1)  (y + 2)  (1)  (2) 5 = 0+ − − +  

2:        وعليه  2(  + 1) (  + 2)  = 0x y+   
   y + 2 = 0     و     x + 1 = 0:     ومنه 
   y = -2     و  x = -1:      أي 

    I (-1 ; - 2)مجموع النقط هي نقطة 

2:                       لدينا )  3 2-x  - y  + 6x + 10y - 60 = 0  

2:                          و منه  2x  + y  - 6x - 10y + 60 = 0   

           x 2 2 2 2(  - 3)  - (3)  (y - 5)  - (5) 60 0+ + =  

                              2 2(  - 3)  + (y - 5)  -26x =  
  . خالية  M إذن مجموعة النقط 

03:                           لدينا ) 4 2 2 y  + x y - 4xy + 5y =  

                               2 2y (y  + x  4x + 5y) = 0−  

2x       أو      y = 0:   إما   + y  - 4x + 5y = 02    

       أو      y = 0:   أي 
2

2 5 25(  - 2)  +  +  - 4 -  = 0
2 4

x y 
 
 

   

       أو      y = 0: ومنه 
2

2 5 41(  - 2)  + y + = 
2 4

x  
 
 

  

    و الدائرة y = 0ة النقط هي إتحاد المستقيم الذي معادلته مجموع



 

        

 ذات المركز 
-5L 2 ; 
2

 
 
 

   ونصف القطر  
41
2

.   

 .  31التمرين  
2 2 +  - 2m  - 2 (1 + m)  + 6m + 1 = 0x y x y  
2 2 - 2m  +  - 2 (1 + m)  + 6m + 1 = 0x x y y  

[ ]22 2 2(  - m)  - m  +  - (1 + m) - (1 + m)  + 6m + 1 = 0x y  

[ ]22 2 2(  - m)  +  - (1 + m) = m  + 1 + 2m + m  - 6m -1x y  

  [ ]22 2(  - m)  +  - (1 + m) = 2m 4mx y −  

[ ]22(  + m)  +  - (1 + m)  2m (m - 2)x y =  

m = 0 : 2إذا كان  • 2 + (y - 1) 0x   (0 ; 1) = (x ; y)  ومنه =

0Mمجموعة النقط هي النقطة   (0 ; 1) . 

) : m = 2إذا كان  • 02 2x- 2) +(x- 3)  (x ; y) (3 ; 2) =:    أي =

1Mمجموعة النقط هي النقطة        (2 ; 3) .   

[: إذا كان  • [m  0 ; 2∈ 2:  فإنm (m - 2) < 0  

 .مجموعة النقط هي المجموعة الخالية     

[: إذا كان  • [ ] [m  -  ; 0 2 ; +∈ ∞ ∪   2m (m - 2) > 0:  فإن ∞

   و نصف  ω(m ; m+1) وعة النقط هي الدائرة ذات المركز مجم    

  .2m (m - 2)القطر     

 .  32التمرين  

)إثبات أن ) 1 )mC دائرة  :  

2 + −2 5x  y  2 (1 - m) x + (1 + 6m) y + 5m -  = 0
4

  

      [ ]
2 2

2 2 1+6m 1+6mx - (1 - m) (1 - m) y +
2 2

   − + −        



 

        

  

5 + 5m -  = 0
4

  

[ ]
2 2

2 21+6m 1 +12m +36m - (1- m) y + = 1- 2m + m  +
2 4

x  +     
5- 5m + 
4

  

[ ]
2

2 1 + 6m - (1 - m)  y + =
2

x  +   
  

2 24 - 8m + 4m  1 + 12m + 36  - 20m + 5
4

+
  

[ ]
2 2

2 1 + 6m 40m  - 16m + 10 - (1 - m)   + = 
2 4

x y +   
  

240mندرس إشارة    - 16m + 10  
2 = (-16) ∆0    أي∆1344 =   ومنه  ∆(10) (40) 4 -  <  

240m: ومنه   - 16m + 10 > 0   

): وعليه  )mC  دائرة مركزها 
1 + 6m1 - m ; - 

2
 ω 
 

   

  
  
  
  
  
  
  
  



 

        

2 3-1-2-3

2

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

0 1

1

x

y

0ω

1ω

(C1)

(C0)

: ونصف قطرها 
240m  16m + 10

2
−

   

1إنشاء ) 2 0(C ) , (C ):   

1 1 0 0
-7 34 -1 10C  0 ;  ,    ,  C   1 ;  , 
2 2 2 2

      ω ω      
      

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

3  (m
1 + 6m 1 - m ; - 

2
 ω  
 

  :                      ومنه 

  
  
  
  
  
  

:       ومنه 
m = 1 - 

1 + 6(1 - ) = -
2

x
xy






     



 

        

:   إذن 
6  - 7 = 

2
xy   

 هي مستقيم معادلته mωمجموع النقط  
6  - 7 = 

2
xy   

)إثبات أن ) 4 )mC تشمل نقطتان ثابتتان B ; A   

2 2 5  - 2 (1 - m)  + (1 + 6m)  + 5m -  = 0
4

x y x y+  

    2 2 5 +  - 2  + 2m  +   + 6m  + 5m -  = 0
4

x y x x y y   

2 24  4 - 8  + 8m  + 4  + 24m  + 20m - 5 = 0x y x x y y+  
2 24  4  - 8  + 4  - 5 + m (8  + 24  + 20) = 0x y x y x y+   

2:       وعليه  2

8  + 24  + 20 = 0

4  4  8  + 4  - 5 = 0

x y
x y x y




+ −
  

2:        ومنه  2

2  + 6  + 5 = 0

4  4  8  + 4  - 5 = 0

x y
x y x y




+ −
  

:   إذن 

2 2

1 =  (-6  - 5)
2
1 14   (-6  - 5)  4  8   (-6  - 5) + 4  - 5 = 0
4 2

x y

y y y y




 × + − ×

  

2: ومنه  21 (36 60  +25) + 4 24  + 20 + 4  - 5 = 0y y y y y× + +   

           2 236  60  + 25 + 4  24  + 20 + 4  - 5 = 0y y y y y+ +  

                                             240  + 88  + 40 = 0y y  

                                               25  11  + 5 = 0y y+  



 

        

                                      2 = (11)  4 (5) (5) = 21∆ −  

0∆ 2:  ومنه للمعادلة حلين < 1
11+ 21 11- 21  ;  

10 10
y y− −
= =  

1 لما  
1 66+6 21 11- 21- 5    :   
2 10 10

x y
  −

= = 
 

  

1:         و منه 
8 + 3 21

10
x =  

2 لما  
1 +66 - 6 21 11+ 21- 5   :   
2 10 10

x y
  −

= = 
 

  

2:          و منه 
8 - 3 21 

10
x =  

2:    إذن  2 1 1B (  , )  ,  A (  , )x y x y.   
  
  
 .  33التمرين  

) و (C)دراسة وضعية    نحل الجملة  : ∆(

2 2

 -  + m = 0

 2  - 4  = 0

x y
x y x y




+ +
:       وهي تكافئ 

2 2

 =  - m

(  - m)  2 (  - m) - 4  = 0

x y
y y y y




+ +
  

2:   ومنه  2 2

 =  - m 

 2m  m + 2  - 2m - 4  = 0

x y
y y y y y




− + +
    

2:                ومنه  2

 =  - m

2  2m  - 2  + m  - 2m = 0

x y
y y y




−
   



 

        

2:               أي  2

 =  - m

2  - 2 (m + 1)  + m  - 2m = 0

x y
y y





   

2:  حل المعادلة  22  - 2 (m + 1)  + m  2m = 0y y −   
2 b  ac′ ′∆ = 2:     أي − 2 (m + 1)  2 (m  2m)′∆ = − −  

2 2m  + 2m + 1 - 2m  4m′∆ = +  
                   2-m  + 6m + 1′∆ =   

2 : ∆′دراسة إشارة 
m  = (3)  1 (-1) = 10′∆ −   

2:  له جذران ∆′ 1
3 + 10 3 - 10m    ;   m

1 1
− −

= =
− −

  

2:  إذن  1m  = 3 - 10     ;     m  = 3 + 10     
   

+∞          1m                2m           −∞  m 

-  +  -  ′∆  
                       

  : مناقشة المعادلة 
2: لما  • 10   : m  -  ; m  m  ; +′∆ < ∈ ∞ ∪ ∞        

) و (C)لول و عليه   ليس للمعادلة ح )m∆ منفصلان  

2:  لما  • 1 > 0 : m m  ; m′∆ ∈   ومنه  للمعادلة حلين   : 

           
2

1
m + 1 - -m  6 m + 1 = 

2
y +

 

          
2

2
m + 1 + -m  6 m + 1 = 

2
y +

  

y = 1لما  y : 1 1 mx y= −   

:     منه   و 
2

1
-m + 1 - -m  + 6m + 1 

2
=x  



 

        

y = 2لما  y : 2 2 mx y= −  

:      و منه 
2

2
-m +1+ -m  + 6m + 1 

2
x =  

)ومنه  )m∆ يقطع (C) في نقطتين  :  
) )2 2 1 1B (x  , y    ;   A (x  , y   

  ∆0 =:    فإن 1m = m لما  •

0 ومنه للمعادلة حل مضاعف  •
m + 1 = 

2
y  

0: وعليه 
3 + 10 + 1 = 

2
y      0     أي

4 + 10 = 
2

y   

0:   ومنه 
-2 - 10 = 

2
x   

)وعليه   )m∆مماسا  (C)0(لنقطة  في ا 0C  (x  ; y   
 

0وعليه 

3 10 1
2

y + +
0  أي =

4 10
2

y +
=  

0: وبالتالي  0 1 1

4 10
2

x y m m+
= − = −  

( )0

4 10 4 + 10 - 6 - 2 10 - 3 + 10
2 2

x +
= =  

0  :ومنه 

2 10
2

− −
=x  

)وعليه  )
1m∆ مماس ( )C في النقطة ( )0 0C x ; y   

2m   لما  m= : 0∆ 2:  ومنه للمعادلة حل مضعف =
0

m 1
2

y +′ =   



 

        

0:    ومنه   

3 10 1
2

y − +′ 0  : أي      =

4 10
2

y −′ =  

):   وبالتالي )0

4 10 3 10
2

x −′ = − −  

0

4 10 6 2 10
2

x − − −′ 0:   وعليه      =

2 10
2

x − +′ =   

)وعليه  )m2∆ مماس ( )Cي النقطة  ف( )0 0;F x   y′ ′   
 .  34التمرين  

)تعيين ) 1 )1C : 2 2 2 5+ + − =x y x y   

     ( )
2

2 1 11 +  -  -1- 5
2 4

x y + = 
 

   

:     وعليه 
2

2 1 25( 1)
2 4

 + + − = 
 

x y  

   ( )1C 1س دائرة مركزها

11 ; 
2

 ω − 
 

 ونصف قطرها 
5
2

    

)معادلة )  2 )2C   : ( ) ( )2 24 3 25− + − =x y   

2:         و منه  2 8 6 0x y x y+ − − =  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 

        

2 3 4 5 6 7 8 9-1-2-3-4-5

2

3

4

5

6

7

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

(C1)

(C2)

)إنشاء ) 3 )1C و ( )2C   :   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  :   تعيين نقط تقاطعهما -

:           نحل الجملة 
2 2+ +


+ −

2

2 2

x  y x - y = 5
x  y  8x - 6y = 0

  

     2x + y = 1:    ومنه   10x + 5y = 5: بالطرح 

2: وعليه    y = 1 – 2x: إذن  2(1- 2 ) 2  - (1 - 2 ) = 5x x x x+ +   
2:   أي  2 1 - 4 + 4 2 - 1 + 2  = 5x x x x x+ +  

25x:   و منه     x = -1   أو    x = 1:      و عليه 5 =
    x = - 1    :  y = 3      ؛     لما x = 1    :y = -1لما 

):  ومنه  ) ( ) { }1 2C C   F (1 ; -1) , H (-1 ; 3)∩ =  

) معادلة المماس للدائرة – ) 4 )1C عندF :   



 

        

F (1 ; -1)  ، ( )1 + +2 2C  : x  y  2x - y - 5 = 0 

) لكن  ) نقطة من M (x ; y)هذا المماس، ولتكن ∆1( )1C   

1:  لدينا  1

2 x - 1
F      ;    FM      ;   FM   F-3 y + 1

2

    ω ⊥ ω      

uuuur uuuur uuuur uuuur
   

:  وعليه 
3 (x - 1) -  (y + 1) = 0
2

     4x – 3y – 7 = 0:   أي 2

) معادلة المماس للدائرة  )2C عند F:   

 ( )2 2
2 2 (4 ; 3)    ;    C  : x  y  8x - 6y = 0ω + −  

) لتكن    . هذا المماس ∆2(

) نقطة من M (x ; y) نفرض  )2∆. 

 2 2
-3 x - 4

F      ,    FM      ,   FM   F
-4 y - 3

   
ω ⊥ ω   

   

uuuur uuuur uuuur uuuur
  

 4 (y – 3) = 0 – (x – 4) 3-   : وعليه 

) معادلة     3x + 4y – 24 = 0:  هي ∆2(

)  شعاع توجيه  هو ∆1(
3

U 
4
 
 
 

ur
) وشعاع توجيه   هو∆2(

4
V 

-3
 
 
 

ur
         

                              U . V = 4 (3) - 3 (4) = 0
ur ur

   

⊥U  V: وعليه  
ur ur

)  ومنه   ) ( )2 ∆ و 1    متعامدين∆

) معادلة المماس - )للدائرة ∆3( )1C عند H (-1 ; 3)  :  لتكن 

M (x ; y) نقطة من ( )3∆  . 1H  HMω ⊥
uuuur uuuur

  

1: حيث 

0x + 1
HM    ;  H  5y - 3

2

    ω       

uuuur uuuur
   



 

        

: ومنه 
50 (  + 1) +  (  - 3) = 0
2

x y وعليه   :y = 3 معادلة ( )3∆    

) معادلة المماس - ) للدائرة ∆4( )2C عندH (-1 ; 3) :  

) نقطة من M (x ; y)لتكن      )4∆  .2H  HMω ⊥
uuuur uuuur

  

2:  يث ح    
x + 1 -5

HM     ;   H  
y - 1 0

   
ω   

   

uuuur uuuur
   

       0 (y – 3) = 0 + (x + 1) 5-: ومنه  
)    معادلةx = -1: وعليه  )4∆   

)شعاع توجيه   هو ∆3(
1

i 
0
 
 
 

r
    

)شعاع توجيه  هو     ∆4(
0

j 
1
 
 
 

r
 .  

⊥i  j وعليه 
r r

):  ومنه  ) و ∆3(   . متعامدين ∆4(
 


