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x ی�ـــــــ� a= أو x a= −.  
  

 . ا��4ـــــــــ�س�2' )5
(a 2.ل إن ا�%$دی�� aو b '� '� ن��6�74� c و d ن�82 إذا آ
 :   إذا و

             
a b

c d
=         

(b ن�1:   إذا آ 2

1 2

n

n

a a a

b b b
= = 
�ن ��=    : 

1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2

n n n

n n n

a a a k a k a k a

b b b k b k b k b

+ + += = = =
+ + +

�
��

�

        

6( 5�
 .  ا�81ئ ا�6
a( :  �"�ی   �آ; :$د ح2�2x ��%ب�44� ���� و k �3=.ر ب�� :$دی� �>
1k 1k:    ی7%� + x k≤ < +       

 ��) و��x ,4 ی>�A ا�+@ئ ا�=�3< �&%$د kا�%$د ا�7> )E x k= أو 

[ ]x k=  

 : �*ح)'  
�; x �&%$د ا�+@ئ ا�=�3<∗)B ة)���  .x ه. ا�%$د ا�7>�� ا�*ي ی.ج$ �

(∗  ( ) ( ) 1E x x E x≤ < + ;��  x �� IR.   

              (IIا����ــــــــ  �
   .�IRـــــــ� 
  خ�%�ـــــــ�ت )1
(a  (∗ a b≥    	
0a  ی�ـــــــ� b− ≥   

     (∗ a b≤    	
0a  ی�ـــــــ� b− ≤   

(b  (∗ a b>    	
0a  ی�ـــــــ� b− >   

     (∗ a b<    	
0a  ی�ـــــــ� b− <   

(c   (∗a b≤ �7%ی a b< أو a b=.  

a إذا آ�ن ∗)       b< ن�
 a b≤ >�3ص )�D ��%وا� . 

(d   (∗ a b≥    	
a  ی�ـــــــ� c b c+ ≥ +   

       (∗ a b>    	
a  ی�ـــــــ� c b c+ > +   

 (e(∗ ن�إذا آ  
a b

و
b c

≤
 ≤


�ن   a c≤ .  



  إذا آ�ن ∗)     
a b

و
b c

≤
 <


�ن   a c<.  

 (f (∗ ن�إذا آ  
a b

و
c d

≤
 ≤


�ن   a c b d+ ≤  . �<  وا�%�� �D( ص3+

  إذا آ�ن ∗)     
a b

و
c d

≤
 <


�ن   a c b d+ < +  

(g   (∗ ن�إذا آ  
0

a b
و

c

≤
 ≥


�ن   ac bc≤  

 

  إذا آ�ن ∗) 
0

a b
و

c

≤
 ≤


�ن   ac bc≥  . 

(f (∗ ن�إذا آ  
0

0

a b
و

c d

≤ ≤
 ≤ ≤


�ن   ac bd≤ >�3ص )�D ��%وا�  . 

  إذا آ�ن ∗)     
0

0

a b
و

c d

≤ ≤
 < <


�ن   ac bd<  

(i  ���� 0a 0b و < >  .  (∗ a b≤    	
  ی�ـــــــ�
1 1

a b
≥   

(j  ���� 0a 0b و > <  .  (∗ a b≤    	
  ی�ـــــــ�
1 1

a b
≥   

(k  ���� 0a 0b و ≤ ≥    (∗ a b≤ی�ـــــ      	
2ــ� 2a b≤    

                                         (∗ a b≤    	
a  ی�ـــــــ� b≤    

 

(l   ����0a 0b و ≥ ≤    (∗ a b≤    	
2  ی�ـــــــ� 2a b≥   

(m   ���� aو b  ��  IR   a b≤    	
2  ی�ـــــــ� 2a b≤    

(n ن �ـ�إذا آ a و b رة  و�0 ��� ا��a b+ 
�ن = 0a 0b و = =  

  �*ح)' 
       ی43.ی�ن :&A ا�+*ور ا��(ب%F ، ��� �2�رن b و a إذا آ�ن ا�%$دی�       

   a و b رن�"! أن �2� �2 ی��a 2 وb رة�و�1234 �� إ�   a و bGث      
%4�; ا�I�ص���4      <�(k و (l .  
 

 . ا���ــــــــــ.' ا�.-��' )2
K  ه� ا�%$د ا�*ي �(�@ �xا��2�F ا��F2&J �&%$د.  ����x �� IR  :�"�ی 

:  وا��%(ف ب�� ی&� xب 
; 0

; 0

x x
x

x x

≥
= − ≤

  

0x إذا آ�ن ∗): ی7%�  
�ن ا��2�F ا��F2&J �&%$د ≤ x K<�� �ه . 

0xن  إذا آ�∗)          
�ن ا��2�F ا��F2&J �&%$د ≥ x K&ب�2� �ه .  

 خ�%�ـــــــــــ�ت 
(a (∗ x x− =                    (∗  0x ≥  

  (∗ xy x y=       (∗
nnx x=         (∗ 

xx

y y
=   

(b    (∗ x r=	
x    ی�ـــــــ� r= أو  x r= −.   

       (∗ x y=  	
x  ی�ـــــــ� y= أو  x y= −.   

(c    (∗ x r≤  	
r  ی�ـــــــ� x r− ≤ ≤   

       (∗ x r≥  	
x  ی�ـــــــ� r≥ أو  x r≤ − 

 
 
 

  ا�.1ــــــــ�9ت )3
(a  [ ] { }, /a b x IR a x b= ∈ ≤ ≤   

(a  [ [ { }, /a b x IR a x b= ∈ ≤ <   

(a  ] ] { }, /a b x IR a x b= ∈ < ≤   

(a  ] [ { }, /a b x IR a x b= ∈ < <   

(a  [ [ { }, /a x IR x a+∞ = ∈ ≥   

(a  ] [ { }, /a x IR x a+∞ = ∈ >   

(a  ] ] { }, /a x IR x a−∞ = ∈ ≤   

(a  ] [ { }, /a x IR x a−∞ = ∈ <   

 �  ا��;:�ـــــــــــ)4
a: آ; ��4�وتF �� ا���4�وت�ت  : �"�ی  x b< a  و > x b≤   و >

a x b< a  و ≥ x b≤ x K4%6 b ت>�A ت�PQ(ا �&%$د ≥ a− .  

 . ,ــــــــ'  ا���.' ا�.��)5
(a  (i   أن ����F �2(بF ب�4(ی0x 8إذا أرد�� أن ��B د$%&�x FB$��ب  r 2.م� ،  

  )�PQ40بx x−  $+76 00 و x x r≤ − ≤   

      (iiأن   إذا ����F �2(بF ب�
(اط0x أرد�� أن ��B د$%&� x FB$��ب  r 2.م� ،  

  )�PQ40بx x−  $+76 0 و 0r x x− ≤ − ≤ .     

      (iii أن ����F �2(بF  �&%$د0x  إذا أرد�� أن ��B x FB$��ب  r 2.م� ،  

  )�PQ40بx x−  $+76 0 وr x x r− ≤ − ≤    

0x                            ی7%�  x r− ≤ . 

(b د$%&� Fب)2� F��B أن �3$د �إذا أرد� x ا�%$د )�PQ42.م ب� x $+76 و 
a x b≤  : و�� ه7� �T474< أن �� ی&�   : ≥

    (i a �ی8 ه)ب�4 F2(ب�r  ب��$x FB �&%$دا��2�F ا� b a= −   

    (ii b �اط ه)
r  ب��$x FB �&%$دا��2�F ا��2(بF ب� b a= −   

    (iii 
2

a b+
  ب��$x FB  �&%$دا��2�F ا��2(بF ه� 

2

b a
r

−=   

c( 'ح)ــــــ*�  
�F �2(بF �&%$د �B $ت3$ی ������(ة إذا آ��V �$ی7� إح$ى ا��PQ4(ات ا�4���x Fی� : 

(i  00 x x r≤ − �F �2(بF ب0x �4 و�46.ن ≥�B8د(ی$%&� x FB$��ب  r  

(ii 0 0r x x− ≤ − �F �2(بF ب�
(اط 0x و�46.ن≥�Bد$%&� x FB$��ب r  

(iii  0r x x r− ≤ − 0x أو  ≥ x r− ≤  

�F �2(بF  �&%$د0x و�46.ن �B x FB$��ب  r  

d( ی� ا�"=�ي��ا��  . 
 ����x �� IR .  

(i ي   ا�%$د)W%ا�
(10 )

10

n

n

E x
 A� x �&%$د ا��2�F ا�%W(یF ا��2(بF ب�4(ی8 ی>

  FB$��10ب n− .  

(i  ي)W%ا�%$د ا� 
(10 )

1
10

n

n

E x + A� �&%$د �
(اطا��2�F ا�%W(یF ا��2(بF ب ی>

x  FB$��10 ب n− .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 ����	
� �
 �����	
�

I���������  
  1  ��� �� ����	 
��� ( ),i j

� �


���   ��� 
������ 
�

 
��������i
�

 � j
�

. 
  2  
���  ( ),B i j=

� �

���	 .  ����� �� u
�

 ����� ������ ���� 

 ���  !"u xi y j= +
� � �

 ����# ( ),x y ������# 
��$#��% ���  ��� 

u
�

 ���&� ������� B ����� ( ),u x y
�

 �	 x
u

y

 
 
 

�

. 

� !"	: ������# '��$#��% ����� ����	 #(% u
�

���&� ������� . 

( ),B i j=
� �

 ������# ����� )��� u
�

 ��*�� i
�

 � j
�

 . ����� #(%�

u xi y j= +
� � �

 
��$#��% ��� 
+, u
�

 �- ( ),x y ����� ( ),u x y
�

. 
  3   
��� ( ),B i j=

� �

����	 . 

 (a ����� ( )1,0i
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 (* 
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� �
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x x
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� �

 

 (* 
�������# 
���u
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 � v
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�� #(% ��,� #(% 
�������� 
( )det , 0u v ≠
� �

 

� !"	: 1 ( 
���i
�

 � j
�


�������� ��� 
������ . 
 (* 
�� #(%0i jα β+ =

� � �

 
+, 0α β= = 
 (* 
�� #(%i j i jα β α β′ ′+ = +

� � � �

 
+, α α ′= � β β ′=. 
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AB
����

 � AC
����


�������� ��� . ����	 
��� 
!����� . 

II������$	
�  
  1  6�!$� �� ��!/� 
��� ( ), ,o i j

� �

 6�� o � ���� i
�

� j
�

 


�������� ��� 
������. 
  2   )!/��# ���/� ( ), ,R o i j=

� �

 

 ���� ���M ������# 7�����# 
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+, ( ),M x y. 
  3  )!/��# ���/� ( ), ,R o i j=
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������# ���/�� ( ),A AA x y � ( ),B BB x y 
 (* �����( ),B A B AAB x x y y− −

����

. 
 (* 
�� #(%I 38��� [ ]AB �����# '��$#��% 
+, I
- : 

,
2 2

A B A B
I I

y y x x
y x

+ += = 

� !"	: ����# '��� #(% A � B � C 
+, ������� ��� 
 6�!$��#( ), ,A AB AC

���� ����
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  1   3��/� : 
���A � ���� u
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���/�� ��� �����  
 
� ����# )������#A �������� 1����#� u
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 ����# �"���� �-M��!�	 
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��#  
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 � u
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������� 1� � ( ),D A u
�

 �	 ( )D. 

� !"	 : 
(a ( ),M D A u∈
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�/� AM
�����

 � u
�


������� . 

(b 
��� ( )D)�����  . ����� �� � ���#��( )∆ � ����� 
��� 
( )D. 
 

(c )������# ( )AB 
� ��� A  �������� 1����AB
����

. 
 
 
  2   �����	
 %��	���� &�'	�. 

(��$�:  
 
���( )D 
� ����# )������# ( )0 0,A x y �������� 1����#� ( ),u a b

�

  

 )�����!� 2���#��� ��$��( )D   �-   ( )t IR∈ 0

0

x x at

y y bt

= +
 = +

:  ( )D 

 
 
	 
�/� 2���#����# ��$���# #(-( )D 
��# ����# �"���� �- 

 ���  !" ����$#��# 
���( )1 3 , 2 4t t+ − 6�� t IR∈. 
 ��9�" ��!� 
�/�t 
� ����� IR�#  !" �8��  
� ���� '��$#�

( )D. 
 "'	 ��	 
� 1t = ��� 2 4y x= − = 
(% ( ) ( )4, 2M D− ∈. 

  3   �����	
 �����)�� �
��$	. 
(a 
��� ( )D 
� ����# )������# ( )0 0,A x y �������� 1����#� 

( ),u a b
�

 � �������� ����/�  !" ��8�!� ( )D
!� �� :��� : 
( ) ( ),M x y D∈ 
�/�    ( )det , 0AM u =

����� �

 

 
�/�        0

0

0
x x a

y y b

−
=

−
 

 
�/�        ( ) ( )0 0b x x a y y− − − 
 ���  !" ����/�  !" �8��� ������ )���0Ax By C+ + = :� 

( ) ( ), 0,0A B ≠ � �������� ����/� 
-� ( )D ����� 
( ) : 0D Ax By C+ + =. 

(b �"�����# ���/�  ( ) : 0D a x b y c+ + = 
       ( )D �������� 1��� )����� ( ),u b a−

�

. 
(c (*  
�� #(%( )D���#�� �������  

 ������# 
+, ��8�,;# ����� ( )1,0i
�

�����  
 ���  !" 1����/� 
���� 1� y c=. 

 
 (*�� #(% 
( )D���#�� �������  

 ������# 
+, ���#�;# ����� ( )0,1j
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 ���  !" 1����/� 
���� 1� x c=. 
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 (* 
� ����# )������# �- ���#�;# ����( )0,0o � 1����#� 
( )0,1j
�

 1����/� 0x =. 
  4   	
�� ���	�)$
�� %��	���� &�'	� *
+ �����)�� �
��$	 . 

��'	,: 
(a )������# ���/� ( ) : 2 1 0x y∆ + − = 2���#��� ��$��  !" ��8�!� 
 �( )∆ � ������ ���� ��<��� ( )∆�	  :y t= �	 x t= ����� 

�<=#. 
"'	: :9� y t= 
(% 2 1 0x t+ − = 
�/� 1 2x t= − 
(% 

( ) 1 2x t

y t
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∆  =

. 

(b )������# ���/� ( ) ( )
( )

1 2 1
:

3 2

x t

y t

= +∆  = +
 ����/�  !" ��8�!� 

 � ��������( )∆ ���� �	 ����� ������ ���� ��<��� t 
, 
( )1 �	 ( )27�<;# 
, >�/�� . 
5$� : 
�( )2 ����� 3t y= − − 
, >��/����� ( )1 ��� 

1 2 6x y= − − 
(% ( ) : 2 5 0x y∆ + + =. 

  5  ��	����	
 ����-
� ��.���: 
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��������# :���� ��#�� ��	 
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 (* � 
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�� #(% 0
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a b
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+, ( )∆� ( )′∆ ��A��# ���� 
�/����� 

:�����# ����  !" ��8�!�. 
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�� #(% 0
a b

a b
=
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�� #(%0
a c

a c
≠
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 �	 0

b c

b c
≠

′ ′
 
+, ( ) ( )// ′∆ ∆C �/�. 

 (* 
�� #(%0
a c

a c
=

′ ′
 �	 0

b c

b c
=

′ ′
 
+, ( ) ( )′∆ = ∆. 
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����� ���<�u
�

����  � �( )∆ � v
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 � ����� ( )′∆ ����� 

( )det ,u v
� �

  
(i 
�� #(% ( )det , 0u v =

� �

 
+, ( ) ( )// ′∆ ∆ 

(ii 
�� #(% ( )det , 0u v ≠
� �

 
+, ( )∆� ( )′∆
�/����� . 

(d 
�� #(% ( ) ( )// ′∆ ∆ ����� ��-��; ����� ����� 2	 
+, 
�<E�. 

  6  �����	
 /�0��	
� �
��$	
� 
(a
�� #(% ( )∆ 1����/� 
+, ���#�=# ����� 2�#�� ��� ������� 
��� ���  !"  �y mx p= + ����/��#  ��� ����/��# B(- 

��8�<��#. 
 )������# ��� �	 1����# ���/��#  ��� � ��/�#( )∆. 

(b 
��� ( )∆ �������� 1��� )����� ( ),u a b
�

 :� 0a ≠ )  
�/�

( )y yο′//( )∆ (� 1����# ���/��#( )∆ �- b
m

a
. 

(c 
��������# ���/� ( ) : y mx p∆ = + � ( ) : y m x p′ ′ ′∆ = + 
��� 
( ) ( )// ′∆ ∆ 

 
�� ��,� #(%m m′= 
 



   ا�����ت-ا��
ود��ت                   
  ا����د�ت وا����ا���ت م� ا�
ر�� ا���ن��

                     (I ود��ت
  ا��
  1        ����  ت
����x�� ����	ا� ��	�� � 
      ( ) 1

1 1 0....n n
n nP x a x a x a x a−

−= + + + + 

 
��1 0,...., ,na a a 0 أ��اد ������ وna ≠ 
 (*( )P xأو Pودی� �� ا��ر���� ���deg و��	� n ت P n=. 

1ا!��اد*)  0,...., ,na a a ت ا�"�ودی�$�%�� ��� .P ت
(b����&� %'ت$�%�� (�� . ت�0ن ��ودی� �&���� إذا و.�- إذا آ%�( �
(cدر�� %'� )��� ����&� . ا�"�ودی� ا�
(d ت ا�"�ود$�%�� )�%%ن إذا و.�- إذا آ	وی%� ت�0ن ��ودی	%ن �	

 .��ر�� �	�%وی��� �12 ا
(e 1 آ3 ��ودی� �� ا��ر�� :( )P x ax b= �� ��ا���+� . ت

(f 2 آ3 ��ودی� �� ا��ر�� :( ) 2P x ax bx c= + + ��7$7 ��� ت

 .ا�"�ود
     2   (a ( )deg sup(deg ,deg )P Q P Q+ ≤   

         (b ( )deg sup(deg ,deg )P Q P Q− ≤    

        (c    ( )deg deg degP Q P Q⋅ = + 

xا�$#�� "!       3  α− 
(a��	� ( )P x0ل إن ا���د.  ��ودی���αر �9"�ودی�:� P �2; أو 

)%ن إذا و.�- إذا آ9�P"�ودی� ) 0P α = 

(b��	� ( )P xودی��� . 

( )P x�9� ���x ت��3 ا�� α−إذا و.�- إذا آ%ن ( ) 0P α =. 

 :م&ح��
(a3"�= ه	إذا أرد�% أن � ( )P x�9 ت��3 ا�� ����x α− 0م�� 

)ب"�%ب )P α. 

)إذا آ%ن*)  ) 0P α ) .Aن= )P x�9� ���x ت��3 ا�� α−. 

)إذا آ%ن*)  ) 0P α ) .Aن≠ )P x�9� ���B x ت��3 ا�� α−. 

(b3"�= ه	إذا أرد�% أن � ( )P x�9� ���x ت��3 ا�� α+ 0م�� 

)ب"�%ب )P α−. 

II ( ر��
 .IIا����د�ت وا����ا���ت م� ا�

ح* ا����د��       1
2 0ax bx c+ + = 

)     ��	�� ا���%د�� ) 2: 0E ax bx c+ + =
�� 0a ≠ 

)�� أ�3 �3 ا���%د�� )Eب ا���د%�2 ��0م ب" 4b ac∆ = − 

��Cا ���%د��∆ا���د*) � ���) ی )E. 

∆0إذا آ%ن*)  ) .Aن ا���%د��〈 )E%� . ت��D� ��9� 3	��29 ه

2 12 2

b b
x x

a a

− + ∆ − − ∆= = 

∆0إذا آ%ن*)  ) .Aن ا���%د��= )Eت��3 �$ و���ا 
2

b
x

a

−= 

∆0إذا آ%ن*)  ) .Aن ا���%د��〉 )E3� ت��3 أي B . 

 

 
 
 

 :م&ح��
(aد��%��) ��	�� ا� ) 2: 2 0E ax b x c′+ + = )  G&2ی�b b′=( 

�H	D���C ا���3 ا��	��′∆C���2bو��ی&% . ∆ �0ض ا� ac′ ′∆ = − 
∆′0إذا آ%ن*)  ) .Aن ا���%د��〈 )E%� . ت��D� ��9� 3	��29 ه

 2 1

b b
x x

a a

′ ′ ′ ′− + ∆ − − ∆= = 

∆′0إذا آ%ن*)  ) .Aن ا���%د��= )Eت��3 �$ و���ا b
x

a

′−= 

∆′0إذا آ%ن*)  ) .Aن ا���%د��〉 )E3� ت��3 أي B . 

(b  2 إذا آ%نα∆   .Aن ا���%د�� ت��3 ���9 =

2 12 2

b b
x x

a a

α α− + − −= = 

 
  ا��
ودت���* ث&ث��  2     

)��	�� 7$��7 ا�"�ود  ) 2P x ax bx c= + + (� 0a ≠ 

3��)�� أ�3 ت� )P xد��%��) ��0م ب"3 ا� ) 2 0E ax bx c+ + = 

∆0إذا آ%ن*)   وی�0ن ت���2x 3 و��1xت��A. E9� 3ن ا���%د��〈

( )P x 0ه ( ) ( )( )1 2P x a x x x x= − − 

∆0إذا آ%ن*)  ) .Aن ا���%د��= )E0 ت��3 �$ و���اx وی�0ن 

3��)ت� )P x 0ه ( ) ( )2

0P x a x x= − 

∆0إذا آ%ن*)  ) .Aن ا���%د��〉 )E1 �'% �3 وا�"�ودی��� ( )P x 

3�� .��1 �'% ت�
 :م&ح��
∆0 إذا آ%ن )�ودی� .Aن ا�"= )P x��%ب�� ه%J	� �� رة%�� . 

 .إ-�رة ث&ث�� ا��
ود    3   
)��	�� ا�"�ودة ) ( ) 20a P x ax bx c≠ = + + 

)�� أ�3 دراس� إL%رة )P x 3"0م ب�� 

)ا���%د�� ) 2: 0E ax bx c+ + = 

∆0إذا آ%ن*)  ).Aن ا���%د�� 〈 )E��29	D� ��9� 32 ت�� 1x  xو

)وت�0ن إL%رة )P x Gه  

 
 
 
 
 

∆0إذا آ%ن*)  ) .Aن ا���%د��= )E0 ت��3 �$ و���اxت�0ن  و

)إL%رة )P xGه : 

 
 
 

∆0إذا آ%ن*)  ) .Aن ا���%د��〉 )Eرة%L1 �'% �3 وت�0ن إ�� ( )P x 

Gه: 
 
 
 
 

2x 
  

2ax bx c+ +  �������a ����� �	
a  ���������a 

 

0 0 

1x 2x x 

  
2ax bx c+ +   �������   a   �������    a 

 

0x x 

0 

  
2ax bx c+ +         �����   ����������a 

   

x −∞ +∞ 



 .IIم1�2ع و�
اء �
ري م��د�� م� ا�
ر��    4     
(aد��%��) ��	�� ا� ) 2: 0E ax bx c+ + =  

)إذا أرد�% أن ���� أن ا���%د��*)  )Eب%� ∆ ت��3 ���9 ��0م ب"

�N�0و∆ ≥. 
�0ع و��اء ه%ذی� ا�"��9 ب�ون �3 ا���%د�� *) N� ب%�� ���ی

ب%س	��%ل ا�Q�H ا�	%��� 
1 2

1 2

b
x x

a
c

x x
a

− + =

 ⋅ =


 

(b إذا أرد�% ت"�ی� ��%د�� �� ا��ر�� IIو ی�0نβ α%'� ��9� . 
α��0م ب"�%ب β+ و αβ �N�   Sα β+ Pα  و  = β⋅ = 

Gد�� ه%��2وت�0ن ه:R ا� 0x Sx P− + = 

(c��S&إذا أرد�% �3 ا� 
x y S

x y P

+ =
 ⋅ =

 ��0م ب"3 

2ا���%د�� 0t St P− + = 

1 ه�% ا�"A. ��9ن2x و1xإذا آ%ن

2

x x

y x

≡
 =

2 أو 

1

x x

y x

=
 =

 

( ) ( ){ }1 2 2 1, , ,S x x x x= 

 : م&ح��
βو����  1) αد��%��G9� 2 ا� 0ax bx c+ + = . 

��T9 أن       

b

a
c

a

α β

αβ

 + = −

 =


 

βوإذا أرد�% ��%ب �� ی"	0ي ��9 α 
Uα'%رإ �"%ول        β+ و αβ. 

�9Vأ� (* :( )22 2 2α β α β αβ+ = + − 

 (*

( )( )
( ) ( )

( ) ( )

3 3 2 2

2

2

2

α β α β α β αβ

α β α β αβ αβ

α β α β αβ

+ = + + +

 = + + − + 

 = + + − 

    

 (*
( )

( )

22 2

2 2 2 2 2

21 1 α β αβα β
α β α β αβ

+ −++ = =. 

2 (����1x2 وx���%Vد�� �� ا��ر�� ا�%�� G9�  . أ�3 دراس� ��
1 ��0م ب"�%ب 2x و1xإL%رة 2x x+ 1 و 2x x⋅. 

1إذا آ%ن*)  2 0x x  . ��0� واXخ� س%��2x وA. 1xن أ�� ا���د〉
1إذا آ%ن*)  2 0x x �% �12 اLY%رة وه2x G وA. 1xن〈'� 
1إL%رة 2x x+. 

III (����ت ا���45ــــا� 
 :I���162�7 ا����د�ت م� ا�
ر��  1      

)��	�� ا���%د�� )1 0ax by c+ +  �Z� b أو�aدی� ��
 أ�� ا��=

)�� أ�3 �3 ا���%د��. �&��م )1��"� x��Bب� y0 إذا آ%نa  أو ≠

��"�yب ��B�x0 إذا آ%نb V�0a$ إذا آ%ن. ≠ ≠ 

�N�by c
x

a

− , إذن =− /
by c

S y y
a

 − −  = ∈  
  

� 

 

 
 
 

 .ن��� م��د���� م� ا�
ر�� ا8و�  162�7���   2    

��S&ا� ��	��( ) ax by c
S

a x b y c

+ =
 ′ ′ ′+ =


 ا!��اد�� aو bو a′و b′ 

�( آ9'% �&������. 
��S&أ�3 �3 ا� ��( )S���%	دات ا��"� . ��0م ب"�%ب ا�

  
a b

ab a b
a b

′ ′∆ = = −
′ ′

     
x

y

c b
cb c b

c b

a c
ac a c

a c

′ ′∆ = = −
′ ′

′ ′∆ = = −
′ ′

 

(a0 إذا آ%ن∆ �� ت��3 �$ و���ا: ≠S&ن ا�A.. 

( ){ }, y xS x y y x
∆ ∆

= = =
∆ ∆

 

b (0إذا آ%ن∆ =: 
∆0xإذا آ%ن*)  ∆0y أو ≠ ≠��S&ن ا�A. ( )S3� %'� 1�� s = ∅ 

0إذا آ%ن*)  0y xو∆ = ∆ =��S&ن ا�A. ( )S ت�%.\ إ��ى 

 .ا���%د�	��
�axرة ـــــــــ إ-   3     by c+ + 

��ax أ�3 دراس� إL%رة by c+ م بA�[%ء  ��0+
T��	��)ا� ) : 0D ax by c+ + = 

T��	��)ا� )D0ى	��) ی��T ا� )P0ى	�� G2H� إ�� ( ) ( )2 1P  .Pو

yإذا �0^&% ) ب��Aا�7%ت أي ��x�� �Jو )1P� %&�A.  �9� 3H"

 .إL%رة 7%ب	�
yوإذا �0^&% ) ب��Aا�7%ت أي ��x�� �Jو )2P �9� 3H"� %&�A. 

yو����.� ه:R اLY%رة ��0ض. إL%رة ��1 اLY%رة ا��%ب��  xو
�� �J�� ا�7%ت��Aب( )1Pأو ( )2Pخ: �%دة إ��ا�7%ت_� θ 

G0ه 0y =xو =. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 ا	�
�ب ا	�����  

(I�������� 	��
 ���
�  
1( ������� 

���� ( ), ,o i j
� �

 ���	���
��� �
��	��  
���	�� ����
 ����� U ���� 

 ������ o ����	�� 1. 

���	�� ����� ( ) ( ) ( )1,0 , 0,1 , 1,0A B C − 
a ( ����M  ��� �� U . �����α !�� "���� �AM 

 
 

 (* �$ !���"��%  ������ �AOM 
 

 �� rad α) α���
� ( 

 (* �$ �'�( !����α ������ )*� ��+� "�% ,( "��% �� . 

b (����:  
 ������� "��% 

+���AOB � �AOC 

� �( -�	� �� ����
�� ��+2 2 .1 2Rπ π π= = 

 �� ����
 ����� ��+� �*$2
2
π π= 

 "���� !�� �*$�AC 
 

 �� π  ������ "��% .��� �AOC 
 

 �� π 

 "���� !����AB 
 

 �� 
2
π�*$   ������ "��%�AOC 

 
 �� 

radπ "���� !��� �AB 
 

 �� 
2

π  ������ "��% �*$ �AOB 
 

 �� 

2
π. 

c (����� 
 ����
 ����� /�� 0��(u ����� , , , , ,S R Q P N M1�+� : 

�

6
AOM

π=  3 �

4
AON

π=  3 �

3
AOP

π=  3 � 2
3

AOQ
π= 

� 3

4
AOR

π=  3 � 5

6
AOS

π=. 

 
 
 
 
 
 

2(������� ������  . 
  %4	��� 
������  5�
�� ��� ������� "���� ����6( ���
+� 7���

�� ������ ���� ���� :180 200
x y z

π
= = 

 1�+x�� "����� ��  5�
�. 
      y
������ "����� �� . 
      z���
���� "����� �� . 

��
��:  

 ��  �����8���  ������ "��% 200 ,180 ,gra rad
ο

π. 
 
 
 
 
 
 
 

3(����� ���
 �
� � . 
 ����( )C ������ ����
 o ����	�� R 

 �,B A����
�� )*� �� ������ .   
 (*�����
 ����% /�8� 9
6��� :�5��. 
 (* ����α  ������ "��% �AOB 

 
���
����  

 � l "���� !�� �AB 
 

 � S,���
�� ;�����  +�8�  

    ���
�     l Rα=       �     21
2

S Rα= 

 

II� ��! ��"
� #$�$
 ��%�  ���&���� ' (�� 0 � π 
1()��%� : 

 ����x 1�+� ����+ 

�  
0 x π≤ ≤    �����M �����  

 �� U ���� 1�+� 
 "���� !�� �AM 

 
�� x 

 ��	� �AOM xrad=. 
 ����a !��<( M �  b������( . 

 ���
�cosx a=   sinx b=    
sin

tan
cos

x
x

x
=  

2
x

π ≠ 
 

  

2( ���"�*: 
(a  
    2 2cos sin 1 (*x x+ = 

    2
2

1
1 tan (*

cos
x

x
+ =            !��

2
x

π≠ 

    
sin

tan (*
cos

x
x

x
=              !��

2
x

π≠ 

 

(b    1 cos 1x− ≤ ≤ � 0 sin 1x≤ ≤ 

(c  (∗ sin 0x ≥   !��  0 x π≤ ≤ 

     (∗   ��� �*$0
2

x
π≤ ≤ �=<    cos 0x ≥ 

     (∗   ��� �*$2
x

π π≤ ≤ �=<   cos 0x ≥ 

     (∗  �����tanx ����� ��	
�� �
 cosx 

(d    
 

 

 

  

 
 
 
 
 

 

A

B

C

M

O
1

1

-1

A

M

1

1

-1
0

x
a

b

2

π

 

π

    x 

   −    + cosx 
 

0 

0 2

π 
π 

    x 

   − 
   + 

    + 
 

tanx 
0 2

π π 

    x 

        + 
   + 

sinx 0 

π 

0 

0 

A

B

O

l

R
α 

0

6

π 
4

π 

2

π 

3

π 

π 

2

3

π 

5

6

π 

3

4

π 

1

2
 1

2
− 

1

2
 



3(  ����%&� ���&���� ' (�� ��! �
�%��x    �xπ − 
 

  ( )cos cos (x x aπ − = − 

( )sin sin (x x bπ − = 

( )tan tan (x x cπ − = − 
 

 

4(   ����%&� ���&���� ' (�� ��! �
�%��x  �  2
x

π − 

cos sin (
2

x x a
π − = 
  

sin cos (
2

x x b
π − = 
  

1
tan (

2 tan
x c

x

π − = 
  

 

 

5(  ������+,� ' (�� ���� 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6( ������� -��
 .&�� #/ ������� ��
�%�� 

(a   ����( )ABC �<  ������ -��% �>�>� B 

   

�

�

AB
CosA

AC
BC

SinA
AC

=

=      
� BC

TanA
AB

=   

 
 
 

 
b(  �
�+Sinus.&���� #/  

 ����( )ABC� �>�>�  
 R.�  ��+��� ����
�� ;�	�  
 
����
 

     � � �
2

AB AC BC
R

SinC SinB SinA
= = =      

 
 
  
  
 
 

0 

x 

2

π 

xπ − 

π 

0
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2

x
π − 2

π 

π 

A B

C

Â 

A
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1
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3
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6
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3
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3

π 

3

4

π 

5

6

π 

π 5

6

π
 

3

4
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π
 

3

π
 

4

π
 

6

π
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2
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−
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2
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  ا��وال ا���د��        

                       (I  ����
 ������ ا�

1(	
��
  ������ ���	
 ���
�      f ���� �� ��� ������ ���
� �� 

  �� �� �����fD  

2( ��� 	
��
 ����� ���: 
( )

( )
( )

p x
f x

Q x
=  

 �� 
( )f x ��! �"# $%&� �"# �&�	� ( ) 0Q x ≠ .   ����	(� )* +�%�

( ) 0Q x = �,���� }����	(� -�./{fD = −R  

3(�
 ����� ������ 	
� :( ) ( )f x P x=  

 �� 
( )f x ��! �"# $%&� �"# �&�	� ( ) 0P x ≥  ���0# �1���� +�%�  

( )P x�,���� )    �23& �� � ��� 45�6� ��7�(( ) 0P x ≥ fD = 

                          (II دا�� زوج�� دا�� ��د�� . 

1(���� ����� ����� ��� ��  f ���89� +�%� fD ) � �: ;%89�� 

x <�fD �,��� fx D− ∈ =�>* +�%� ? ( )f x− .  

           (∗  ���@� �"# ( ) ( )f x f x− =  �A&f �3@�B  . 

           (∗  ���@� �"# ( ) ( )f x f x− = − A& �f ����&  . 

 �C/D�  (a ����& 5� �3@�B 5 �� 
5 �: ����� < E . 

              (b  ( )
n

n

n

x nزوج�������������
x

x ��������������n�دي


− = 

−
        x x− =   

2( ���
 f�����  F8,(� ��! �"# $%&� �"# fC ��G �H>,��� )I�
9� 

 J3
����. 

(3 ���
 f�
��   F8,(� ��! �"# $%&� �"# fC )�� �H>,��� )I�
9� 

  K.	(�. 

 

  

 

 

                          (III دا�� ��� . ت!��ات دا�� أو رت

1(�!
� ����� ��� �� ���� �f -�� L.� I M9	� x � y  <�I N3* 

x y< ���%�� ( )f x � ( )f y.   

(∗  ���@� �"# ( ) ( )f x f y≤ �A& f L.� ������
 I.  

(∗  ���@� �"# ( ) ( )f x f y< �A& f L.� �	OP ������
 I .   

(∗  ���@� �"# ( ) ( )f x f y≥ �A& f L.� �3QP�,
 I.  

(∗  ���@� �"# ( ) ( )f x f y> �A& f L.� �	OP �3QP�,
 I.  

(∗  ���@� �"# ( ) ( )f x f y= �A& f L.� �9��I I.  

2(���� ��!
� ����� ��� �� f -�� L.� I M9	� x � y  <�I 

N3*x y≠  RS9�� -�	� =�>* +�%��  
( ) ( )

( , )
f x f y

T x y
x y

−=
−

   

 

 

 T
��0# U����. 

(∗  ���@� �"# ( , ) 0T x y ≥ �A& f L.� ������
 I.  

(∗  ���@� �"# ( , ) 0T x y > �A& f L.� �	OP ������
 I .   

(∗  ���@� �"# ( , ) 0T x y ≤ �A& f L.� �3QP�,
 I.  

(∗  ���@� �"# ( , ) 0T x y < �A& f L.� �	OP �3QP�,
 I.  

(∗  ���@� �"# ( , ) 0T x y = �A& f L.� �9��I I.  

3(  �" #�$% f�&�
�  -�V� L.� I L.� �3QP�,
 �: ������
 W��! �"# I .  

�'()� 

           (a f L.� ������
 I X	� fC Y Z���Q
 I <� [�89� ���,� 

 \
3�� �] ��>3�� 

            (b f L.� �3QP�,
 I X	� fC -�V� Y ^B�,
 I [�89� ���,� 

 \
3�� �] ��>3�� <� 

            (c f  L.�  �9��II X	� fC ��G ZB��� K3%9>� <� ���H� 

 -�V� Y )3��&��I.  

   #!*�   �,���  f <� )! L.� ������
  [ ]1,3 � [ ]5,9 L.� �3QP�,
� 

[ ]3,5 4�RS9�� -��@ L
>� -��@ Y �_� `a.��  . 

 

 

 

 

4(  ������ ��!
� ( )f x ax b= +   

       (a��! �"# 0a >�A& fL.� ������
  R 

       (b��! �"# 0a > �A&fL.� ������
R 

       (c��! �"#  0a =�A& fL.� �9��I  R   

       (d ������ F8,� f �
3%9>� �� � . 

5 (� �
��  ����� ����� ���� ��!
 

        (a  < 9�f �3@�B ���� . 

(∗ W��! �"# f L.� ������
 I �A& f L.� �3QP�,
 –I.  

(∗ W��! �"# f L.� �3QP�,
 I �A& f L.� ������
 –I.  

        (b  < 9�f ����& ���� . 

(∗ W��! �"# f L.� ������
 I �A& f�
  L.� �����–I.  

(∗ W��! �"# f L.� �3QP�,
 I �A& f L.�  �3QP�,
 –I.  

        (c ��! �"# [ ],I a b= �A& [ ],I b a− = − − .   

                              (IV  رف دا���#�  . 
(1 ������ �: \H� �: ����: �"# f Y ���QP �
3P )H%
 0x �: \H� b 

0( ) ( )f x f x≤ -�� Y I L.� Z�9c 0x� �
3%�� d_� �� 
�  �� ���Q%�

0( )f x .    

 



(2  ������ �: \H� �: ����: �"# f Y ����� �
3P )H%
 0x �: \H� b 

0( ) ( )f x f x≥ -�� Y I L.� Z�9c 0x ��  ������� �
3%�� d_� �� 
� 

0( )f x  .    

(3 (a �: \H� � � α ����.� ���QP �
3P f �: \H� b  ( )f x α≤ Y 

 -��I<� N8H�� 0x <� I N3*  0( )f x α= .  

    (b �: \H� � �  α ����.� ����� �
3P f �: \H� b  ( )f x α≥ Y 

 -��I<� N8H�� 0x <� I N3*  0( )f x α= .  

(4 4�RS
 -��@ ��! �"# f ) 0 L.�  

 �A&α ����.� ���QP �
3P f Y 0x  

  �β �
3P  ����.� �����f Y 1x .  

 (5  ������ F8,� ��! �"# f ) 0 L.�  

 �A&α ����.� ���QP �
3P f Y 0x  

  �β ����.� ����� �
3P f Y 1x .  

                           (V  ا��وال ا���ج��� . 

1(  ������ �����  2( 0) ( )a f x ax≠ =  

a(��! �"#  0a > 4�RS
 -��@ �A& f ��  

 �� ��fC d��e� K.	(� )�: T1:� �
f.0  

 L.��� �] T@�� d�	%
 J3
���� ��e. 

b( ��! �"# 0a < 4�RS
 -��@ �A& f ��  

 �� ��fC0 d��e� K.	(� )�: T1:� �
f. 

  )g1�� �] T@�� d�	%
 J3
���� ��e . 

2(  ������ �����  ( 0) ( )
a

a f x
x

≠ =  *
fD = R            

a(��! �"#  0a > 4�RS
 -��@ �A& f ��  

 �� ��fC K.	(� )�: d�!�� 5��_�  

 K.	(� Z��e d����%�. 

b( ��! �"# 0a < 4�RS
 -��@ �A& f ��  

 �� ��fC K.	(� )�: d�!�� 5��_�  

 K.	(� Z��e d����%�. 

3(   ������ �����2( 0) ( )a f x ax bx c≠ = + +   

 h�i�# )@: <�fC - ��Q9j ����	� ��] 
fC.  J9 � �_��( )f x         

  ) 0L.�2( ) ( )f x a x α β= − + <
%.O,� ? ( )y f x=  X	� 

2( )y a x α β= − +  X	� 2( )y a xβ α− = − kl� ? 
X x

Y y

α
β

= −
 = −
 

 mHQ
 ����	(� �"#2Y aX= K.	�� Y ( , , )i jΩ
� �

 k� ( , )α βΩ  

4(   ������ �����( )
ax b

f x
cx d

+=
+

 

 )@: <�   h�i�#fC �� ��Q9j ����	� ��] 
fC.  J9 � �_��( )f x 

 ) 0 L.�( )f x
x

γβ
α

= +
−

  <� ;.O,� ?  ( )y f x=  X	�  

 

 

y
x

γβ
α

− =
−

 kl� ? 
X x

Y y

α
β

= −
 = −

 mHQ
 ����	(� �"# Y
X

γ=  

 K.	�� Y( , , )i jΩ
� �

 k� ( , )α βΩ.  

5(   +,�-� . ��/ 0� 123� 04!$
. 

(a kn�%
 fC �O%,�� �� J3
���� ��e k� (0, (0))A f.  

(b  (∗  F8,(� kn�%
 ��] � � 
fC ����	(� )* +�%� )3��&�� ��e k� 

( ) 0f x =  �� -�.o� d_� W��! �"#� 2 1x ، x…  �� kn�%9�� $%� �A& 

1( ,0)A x  b2( ,0)B x ….  

     (∗  ����	(� -�./ ( ) 0f x = kn�%
 $%� )3��&: �� fC ��e k� 

 )3��&��. 

6( 5�323� 04!$
   . 

(∗ � �   F8,(� kn�%
 ��]
fC � 

gC ����	(� )* +�%� 

( ) ( )f x g x=  �� -�.o� d_� W��! �"#� 2 1x ، x… kn�%9�� $%� �A& 

  ��1 1( , ( ))A x f x b 2 2( , ( ))B x f x ….  

(∗  ����	(� -�./ ( ) ( )f x g x= kn�%
 $%� )3��&: �� fC k� 
gC   

7( 5�323- 673�� 08��� ����� . 

 (a  \3,8,
.� p>,�� kq��� U��� � � 
fC � 

gC ���0# �1���� +�%� 

( ) ( )f x g x−   

(∗ ��! �"# ( ) ( ) 0f x g x− ≥ �A& 
fC r�& �@�� 

gC.  

(∗ ��! �"# ( ) ( ) 0f x g x− ≤ �A& 
fC W7 �@�� 

gC.  

(b �8@��9(� -�./  ( ) ( )f x g x≤ �� � ��� 45�V� ��7� �� 

�23&fCW7 
gC 

8(   ���!�-� �(( ) : ( )E f x m=  

  ����	(� -�./( )E kn�%
 $%� )3��&: �� 
fC  K3%9>(�� ( ) : y m∆ =  

9(  ������ 123� 9!:%" ( ) ( )g x f x= �� !;)<%� fC.  

 ��! �"#( ) 0f x ≥  X	� fC �A& )3��&�� ��e r�& ( ) ( )g x f x= 

 �"#
gC  k� ;HO,� 

fC.  

 ��! �"#�( ) 0f x ≤  X	� fC �A& )3��&�� ��e W7 

( ) ( )g x f x= − �"# 
gC )I�s 

fC)3��&�� ��G �H>���  . 

 ^�9����
gC h�@ <� �� � fC��&�� ��e r�& ��@�(�  h�@ )I�s� )3

fC )3��&�� ��G �H>,��� )3��&�� ��e W7 ��@�(�   . 

10(  ������ 123� 9!:%" ( ) ( )g x f x= �� !;)<%� fC.  

 �,���( ) ( ) ( ) ( )g x f x f x g x− = − = = �"# g��  �3@�B ��

 J3
���� ��G �H>,��� )I�
9� ���,8,� ^�9���� . ) �  �,����[ [0,x ∈ +∞  : 

x x=  

  �"#  ( ) ( )g x f x=  T,��
gC  k� ;HO,� 

fC.   

 ^�9����
gC h�@ <� �� � fC Y ��@�(� [ [0,+∞ ��G �H>,��� T.I�s� 

 J3
����. 

   

 

0 

0 
f 
x 



�����ــ�ت ا�
��ــ
د�ـــــ�ا 

                     (Iـــــــ ا���ـــ
   ــــــآ ـــ
A(!�"#ت    

 ����Ω و ��	
 k م�
  M'   . ��د �	�	� ��� ��
    ه$ ا���!�#k و
"!�  Ωا����آ� ا��ي ��آ�� 

) ا��ي 
��� �  بـ  , )h kΩ(ي ی�ب�                    وا�

 ��	
) �� M آ*  )P ��	��� M              ب��+M' ب

                       " 'M k MΩ = Ω
������ ������

 .                            Ω 
B( &ة�ا�'' ��(
  ا��

 �12 ا��$ا�� N و 0M$رت� ا��	����  N' و M'ت�$ن ا��	���ن 

1k إذا و6	) إذا و3� ��د �	�	�  hب���آ�   ب��+ ≠

' 'M N k MN=
�������� ������

 .   

C(   ت
 خ
)�ــــ
 ����h آ� ��آ���   .k و
"!�  Ω ت�

(1 ( ) 'h M M= 76�M'  ت� k MΩ = Ω
������ ������

   

) إذا آ�ن 2) ) 'h M M= و ( ) 'h N N=  86ن  

' 'M N k MN=
�������� ������

  

(3 (a           ( )h Ω = Ω )    ل إن$	
Ω آ������0���ة ب h  (   

      (b      ( )h M M=  76�M  ت� = Ω   

�آ� Ω ی
�� أن ه�ا( ����  ) h ه� ا��	�� ا�$���ة ا�<���ة ب

) إذا آ�ن 4) ) 'h M M= 86ن Ω و M و 'M ��?�	�"�  . 

 (5 (a ا�� ��
�آ� ی��A6 �12 ا�?�3@ ی� : 

} ��G  @3إذا آ�ن  }( , ), ( , )A Bα β 86ن  G'         @3��  

                                             { }( ', ), ( ', )A Bα β   

(b     ��
 : ا����آ� ی��A6 �12 ا�?��<C ی

] ���<I  Cإذا آ�ن  ]AB  86ن I'  @3�� [ ]' 'A B    

(c     ��
��* اس�	���� �����DE  ی
� 12� A6� : ا����آ� ی�

ABإذا آ�ن   CDα=
���� ����

' 86ن   ' ' 'A B C Dα=
������� ������

  

(d     ����
	)   ی
�� 3ا����آ� ی��A6 �12  اس�	 : 

H ا��	) � . �"�	�?�� 'C و 'B و '8Aن 0$ره�   �"�	�?�� C6 و B و Aإذا آ

(6  � .ا����آ� I ی��A6 �12 ا�?"��6 ��� ��ی�

)إذا آ�ن   ) 'h A A= و ( ) 'h B B=  86ن  ' 'A B k AB=  

(7  ��
�س ا��وای� ا��D�س�� ی�K *� A6�'ا����آ� ی� ' 'BAC B A C
∧ ∧

=  
(a (8  �
]0$رة ا�	� ]AB آ������] ه� ا�	�
� h ب ]' 'A B   

    (b  L�	�"?0$رة ا�( )AB آ������) ه� ا�?"�	�h L  ب ' ')A B.    

     (c  L�	�"� 0$رة( )D L�	�"� $ه ( ')D ی$ازي ( )D.   

     (d  �ی��أ3* ت �� L�	�"� 0$رة( )D بـ h ����	
 ی��N ت��ی� 0$رة 

A و B �� ( )D  وس��$ن ( ) ( ' ')h D A B= ��	
  أو ت��ی� 0$رة 

) وس��$ن Aوا��ة  )h D �� ر��	�L   وا�?$ازي �A"?2' ه$ ا�?"�	�L ا�?

( )D  ) . ( ) 'h A A=(    

    (e   ن�)إذا آ )D �� را�� �?�	�"� Ω  86ن ( ) ( )h D D=.  


	$ل إن (  ( )D  ����0��� إ3?  . (  

)0$رة ا��ا�Oة  9)  , )C O r  آ������)'ه� ا��ا�Oة hب ', )C O k r    . 

 P�' ( )O h O= .  

(10  (a    ����E و F ا�?"�$ى �� ��O�3  .

( ) ( ) ( )h E F h E h F=∩ ∩  
     (b H
�M إذا آ E F∈ ) 86ن ∩ ) ( ) ( )h M h E h F∈ ∩  

(11 ��
��� وا��$ازي ی
 :ا����آ� ی��A6 �12  ا��
���ان 
�ن ��?�	�"� ����ی� ه?
  0$رة �"�	�?�� ��

�ن ��$ازی�ن ?�	�"� � .و 0$رة �"�	�?�� ��$ازی��  ه?

آ   ا�+�*� ا��)12��� ������ . 

  ���
�� L2

��Nض أن ا�?"�$ى ��"$ب إ�1 �( , , )O i j
� �

 .  

a(ل
-� 1  : ����h آ� ��آ���2k و
"!�  Ω(1,2) ت� = .  

�ی��h �2 أ3* ت��ی� ا�<��T ا�����2�2 ��2��� � P!�
  : 
 ����( , )M x y و ( ', ')M x y +��ب  ( ) 'h M M= م$	
  و

  . y و x ب�y ��I' و x'ب�"�ب 

 �)��ی� ) 'h M M= ��
' ی 2M MΩ = Ω
������ ������

   

 �)'و��ی� ' 1, ' 2)M x yΩ − −
������

2 و  (2 2,2 4)M x yΩ − −
������

  

إذن  
' 1 2 2

' 2 2 4

x x

y y

− = −
 − = −

  ��
  ی
' 2 1

' 2 2

x x

y y

= −
 = −

   

:   ه�  hإذن ا�<��T ا�����2�2 �ـ 
' 2 1

:
' 2 2

x x
h

y y

= −
 = −

  

� ت��ی� 0$رة 
	�� : ��ح/� 


$ض h بـ Aإذا أرد x و y ت��Vب�8�ا 

A12 إ� *>�
�ت  و�Vا��( )h A .  

b( ل
-� 2 . 



�!� ا���!�# f ��2�2 ه��ا��  �T�0 ي�:   ا�
' 3 2

:
' 3 4

x x
f

y y

= +
 = −

   

 �
!W �ی��أ3* ت ��f �?X* ا���ة  ب���
!�+ �� ا��	) ا�< 
'

'

x x

y y

=
 =

 

 ��
ی
3 2

3 4

x x

y y

+ =
 − =

 ��
 ی
1

2

x

y

= −
 =

0���ة و���ة f إذن  ��	
 ت	!* 

)ه�  1,2)Ω − .  

  �YZ
 LV( , )M x y و ( ', ')M x y  +��ب ( ) 'h M M=    

 �إذن   ��ی�
' 3 2

' 3 4

x x

y y

= +
 = −

      .  �)'و��ی� 1, ' 2)M x yΩ + −
������

 ��
 ی

'(3 2 1,3 4 2)M x yΩ + + − −
������

 ��
3)'  ی 3,3 6)M x yΩ + −
������

   

 �3و��ی� (3 3,3 6)M x yΩ + −
������

'  إذن   3M MΩ = Ω
������ ������

  

 ������) ت��آ� ��آ��  fوب 1,2)Ω −  �!"
3k و = .  

�#4 ا��23�
ت  )13 . 
 (a آ��
��د ��آ� ت� ���h .   �?"
Ω   ����	
 �� +�!
A و B 

 �)��ی��  . 'B و 'Aو0$رت�ه? ) 'h A A= إذن Ω و Aو  A' ��?�	�"� 

)و��   ')AAΩ∈ .   �)و��ی� ) 'h B B= إذن Ω و B و B' 

  
)�"�	�?�� و ')BBΩ∈������) ه� 
	�� ت	�Ω PW وب ')AA و

( ')BB    

 

 
 
 
 



(b آ��
"?�   h �� أ3* ت��ی� 
"� ت�k ن  و���
� : ه��ك إ��


!�+ �� ا�?�آ�  *)Ω ��	
�  A وDو0$رت A' .  

 �)��ی� ) 'h A A= إذن 'A k AΩ = Ω
����� ����

AΩ' ، و
	$م ب�"�ب 
�����

 ��I�ب 

AΩ
����

 ]^� �E
 'A AαΩ = Ω
����� ����

k و
"���_ أن  α=  س�أو 
?� إ�1 ا�	�

A'ا�E!�ي   k MΩ = Ω  ��
  ی
'A

k
M

Ω=
Ω

 .   

(*  ����	
 �� +�!
 A و B ���ی��    .'B و 'A و0$رت�ه?

' 'A B k AB=
������� ����


N` ا���ی	� ا�"�ب	�   P!�
 . و

(c  أن ��!
� أن 
] ���<I C'إذا أرد ]' 'A B �� +�!
 I و A و B 

)ب��+  ) 'h A A= و( ) 'h B B= و ( ) 'h I I=  ��0�aا� *?
�"
 و

(5b .  �] ���<�I C�ی� ]AB إذن 'I C>��� [ ]' 'A B  . 

(d  أن ��!
 ���Ω وI و J أن ��!
 �"�	�?�� ی��N أن 

( , ) ( )kh I JΩ =.   

(e  ��	

��د 0$رة  ���M �Dق �� ب���W ك ��ة� :  ه�

(* Cی�

?* ا���"
 'M k MΩ = Ω
������ ������

  


�  ���<M C إذا آ�ن *)�K[ ]AB  *?
�"
 (5b).  


H  إذا*)�AM آ ABα=
����� ����

 *?
�"
 (5c)  .  

(* H
�
?*  M إذا آ�"
 ��O�3 PW�  .(10) ت	

 )   ��M�ی� E F∈ ) إذن  ∩ ) ( ) ( )h M h E h F∈ ∩ (   

(*�� H
��  إذا آD2?
�"
 .ی�� ا�<��T ا�����2�2 

(II        ث6 ا�'"آـــ&ي
  ا��'ـــــــ
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